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Sur le domaine d'existence des intégrales de l’équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre" 


par 


T. Ważewski 


Kraków. 


La méthode classique établit l'existence de la solution du 
problème de Cauchy, relatif à l'équation (1), au voisinage du point 
euvisagé. Cette méthode résoud donc le problème local d'existence. 
Un problème de caractère intégral a été, à ma connaissance, envi- 
sagé pour la première fois par M. Kamke dans le cas n = 1 3). 
Nous traiterons le cas général en nous appuyant sur une autre 
méthode analogue à celle que nous avons construite auparavant 
a l’occasion de l'examen du problème analogue relatif à l'équation 
linéaire 3). Nous ramenerons l’appréciation du domaine d'existence 
à l'appréciation de la plus petite racine positive d'une équation 
numérique. Voici notre théorème 


Théorème. Considérons l'équation 


OJEJ è 02 CEA 
(1) fe ar San Sal 
ou, sous forme abrégée, l'équation 
(1 bis) B= Jim ce: Va ZNOSI 


Supposons que la fonction f possède des dérivées partielles 


(relatives à toutes les variables) continues du premier et du second 
ordre dans l’ensemble 


(2) Lei <a +oo; y,, 2, q, quelconques. 

1) Présenté au cours du Congres des Naturalistes et Médecins (Poznañ, 
Septembre, 1933). 

3) E. Kamke, Differentialgleichangen reeller Funktionen. p. 363, Batz 1. 

3) T. Waseweski, Sar le domaine d’existence des intégrales de l'équation 
aux dérivées partielles da premier ordre linéaire (Annales de la Soc. Polon. de 
Math. T. XII. p. 6). 
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Nous supposons que les dérivées relatives aux variables 
Yy, # y sont bornóes dans cet ensemble: 


: of EJ |= of 
(3) Em LM, (Ge Zm, Ta < m 
ca fi LEI 
(4) De < M, ape EPET? S < M, etc. 


Soit w (y,,..., Yn) une function possédant, pour toutes les 
valeurs des variables y,,..., y, des dérivées partielles continues et 
bornées des deux premiers ordres: 

90 | Rw 
5 Lem, MX 
© BP Yı | Län, än | 

Ceci étant, nous affirmons que l'équation (1) possède une 
intégrale (du reste unique) qui 1°) pour z =Q se réduit à w(yy,..., Yn), 
qui 2°) est définie et possède des dérivées partielles continues du 
second ordre pour tous les points de l’ensemble 


(6) Lei <b; We y, quelconques 


(7) b = minimum (a, c) 


c désignant la plus petite racine positive !) de l'équation en x 


z fA(t)dt , 
(8) M4 n° tm G dz = >. 


La fonction À figurant dans cette équation est définie par la 
formule 
(9) A(x) = m + 2n M(1 + m*)e”*. 

Le fait essentiel réside en ce que le nombre b et par suite 
le domaine (6), dans lequel existe notre intégrale, pourra être apprécié 
exclusivement au moyen des constantes m, M, m*, M*. 

Démonstration. Nous nous appuierons sur les deux théorèmes 


suivants. 
I. Conséquence d'un théorème de M. Hadamard 2). Soit 


H, = Pp (15 + Del (v = Zeene 


1) Si une telle racine n'existe pas on doit poser b = u. 
2) J, Hadamard, Sur les transformations ponctuelles, Bull. d. l. Soc. 
Math. de Frauce, T. XXXIV, p. 71. 


une transformation dont les fonctions composantes p, possèdent 
dans l’espace des points (v,,..., v,) tout entier des dérivées partielles 
du premier ordre continues et bornées. Supposons en plus qu’en 
tout point #,,..., V, On ait 


|D(gy,.. + Pa) 
Dm, OP: a 


où 6 désigne un nombre fixe. La transformation en question admet 
alors une transformation inverse v, —@,(y,,..., Yn) qui est définie 
dans l’espace (y,,..., y,) tout entier et cette transformation inverse 
possède partout des dérivées partielles continues du premier ordre. 

LI. Théorème sur le système majorant d'équations différentielles 
ordinaires :). Considerous deux systèmes d'équations différentielles 


d 

(10) Ais D... D ei, 62) 
dy, l 

(11) Sp HP, a nn ap Ve) (as [,..., n) 


et supposons que 10) les fonctions A, soient continues dans la couche 
(12) elen -o<y<to, (P= 1, n) 

20) les fonctions H, soient définies e: continues dans l’ensemble 
(13) OK T< Us y, < + 00, (v = 1,..., n) 


39) la fonction H; (2 = 1,..., «) soit croissante au sens large par 
rapport à chacune des variables y,,..., ÿ;_1, Maus. Yng C.-à-d. que 
l’on ait pour toute couple de points de l’ensemble (13) l'inégalité 


H,(z, CITE YV—1 Yj» Yis: Yn) Z His, Yis., Lt Ni, Yıklı: ss Yn) 


lorsque 


Yj > Yj (J + d 


40) on ait dans lu couche (12) 


LACA iesen Yn)| < H;(|c|, KE ||) 


') Nous avons signalé ce thóoreme, qui est bier, maniable, dans notre travail 
anterieur (T. Ważewski |. c. p. 8). 11 peut être facilement déduit des théorèmes 
de M. Kamke sur l'intégrale maximale et minimale d'an système special d'eqna- 
tions différentielles ordinaires (Acta Mathematica T. 58 p. 82 Satz 9). 

Ze 


5°) entre les coordonnées des points 


(14) Yis Ya 
(15) nm... Y? 
substistent les inégalités 


PAR vi 


vi (» = 1,..., n) 


6°) le système (11) admette une intégrale unique Y, (x),..., Y, (£) 
passant par le point (15) et cette intégrale existe dans l'intervalle 
0< x < y. 

Ceci étant, chaque intégrale #(x),..., y,(x) du système (10) 
passant par le point (14) se luisse prolonger de façon à exister dans 
l'intervalle — y < r < y et on a dans cet intervalle 


LT Fish P=1,..,n; -y<ere<y). 


E pas 


III. En adoptant les notations habituelles Y, = j 
DY; 9 2 


of 


Q, == T considérons les équations des caractéristiques de l'équation (1) 
į 


dy; 


16) =- o EES- Büë = YH Zy 


Désignons par 


| Y= Y(T, Yes Men 2°, Én qÀ) 
(17) 2 =z(z,yi;..., JENA qi es qa) 
| du = q,(2, "AE Ya, SÉ, Gł »-+-5 qa) 


l'intégrale du système (16) issue du point z = 0, y; = yř, q: = OË 
(6=1,..., n). 
Effectuons, dans les fonctions (17), les substitutions 


(18) Yi = vp SÉ = QG, D), q7 = "nn 
Nous obtiendrons alors les fonctions 

(19) Yı = (2, ©,,..., Va), 

(20) SE for TTS 


(21) d = OS, V,). 


V. En nous adressant a la methode classique nons aurons 
a examiner la transformation inverse de la transformation (19) 
(pour les r fixes et remplissant l'inégalité |x| < b). Cet examen devra 
posséder un caractère intégral, ce qui le distinguera de la méthode 
classique. Nous nous appuierons, à cet effet, sur le théorème de 
M. Hadamard (ef. I), ce qui nécessitera la démonstration préalable 
des trois propriétés suivantes : 


Propriété A. Les fonctions %,, 2, q, sont de classe C?! dans 
l'ensemble !) 


(22) [xl <b, — oo < v < + 00. 
Propriété B. Il existe une fonction G(x) telle que l'on ait 
dans (22) les inégalités 


FA 


Eu ED 


< G(x). PTE LL...) 
Propriété C. Il existe une fonction L(z) telle que l'on ait 
dans (22) l'inégalité 


D nen 9, 
(24) ee > L(2) > 0. 
Nous démontrerons la propriété A à l’aide du théorème sur 
le système majorant (cf. I). Remaquons que les fonctions %,, 2, q, 
satisfont aux équations (16), désignons par s(x) le plus grand de 
deux nombres | f(x, 0,..., 0)|, | f(— z. 0,...,0)| et formons pour le 
système (16) le système majorant qui suit (ef. (3)) ?) 


d dz a 
(25) ` am Y =s(z)+- m(z+ Zy,+ 89) m Eg, 
(26) Um +4) 
dx dur 


On sait que chaque intégrale de ce système linéaire existe dans 
l'intervalle |x| <a. En vertu du théorème sur le système majorant, les 
integrales %,, Z, d. existeront dans l’ensemble (221 Elles y seront 


1) c.-à-d. elles possèdent des dérivées partielles continues du premier ordre 
dans cet ensemble par rapport à toutes les variables. 

2) Afin d'apprécier | Top, pn... Ta) | on appliquera A la difference f(®, y,;..., Qn) — 
— f(a, 0,..., 0) le théorème rar les accraissements finis. 
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de classe C1 car les deuxièmes membres des équations (16) étant de 
classe C? il en sera de même des fonctions (17) !) et par suite aussi 
les fonctions y,, z, q, seront de la même classe dans l’ensemble (22). 
La propriété À est ainsi établie. 

L'intégrale du système (26) qui pour x = 0 prend les valeurs 
q= m* est: q, = (1 +m*)e™— 1. On aura done (ef. 5 et II) 
l'inégalité 


(27) (a| S (1 + m*) er — 1 = h(2) 


qui est valable dans l’ensemble (22). 

Pour établir les propriétés B et C il suffira de prouver l’exi- 
stence d'une fonction K(x) telle que daus l’ensemble (22) subsistent 
les inégalités: 


EES? Vyse.., Va) DY(0, D: eil 


1 
Ka | dn dv, D n 


Supposons en effet qu'une telle fonction K(z) existe. On a évi- 


demment %,(0, v,,..., v,)= v, et, par conséquent GEN = 0 


Er 
lorsque i + et Pó Va) — 1. De la relation (28) il résulte 
donc que l'inégalité 
$ Më, Uys.., d < | + K(z) 
| 9 Yy hę 


est valable dans l’ensemble (22), ce qui exprime que la propriété B 
a lieu. En vertu des inégalités (28) le jacobien (24) pourra être 
mis sous la forme 


DEF E15 EnEn Ein 


29) D(ÿ; (X, Us.) Va). YalT, Ye Va) _ TE Tan 
D (0, 0) 


( ‚Eon 
a vd 1 Sr Enn 


où les fonctions e,, (continues en z, d,...., v,) rempliront dans l’en- 
semble (22) les inégalités 


1 
(80) ele Kæ) < + 


1) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, p. 155, Satz 1. 


Fixons maintenant notre attention sur un z quelconque (|x| < b) 
et envisageons, autrement que tout a l'heure, le dóterminant (29) 
comme fonction des n? variables indópendentes €,, qui prennent toutes 
les valeurs appartenant à l’ensemble (borné et fermé) défini par les 
inégalités (30). On vérifie facilement que notre déterminant ne peut 
pas s'annuler dans cet ensemble. Le module de ce déterminant atteint 
done dans cet ensemble un minimum positif L(x) > O relativement 
auquel subsiste évidemment la propriété C. 

Adressons nous maintenant à la démonstration de l'existence 
de la fonction K (zx) figurant dans l'inégalité (28). Posons pour un r fixe 


dë, dar, Vn) OY(0, pg, 


TE dv, Ov, 
— ð q,(z, Vy: Va) dë Di, Un) 
(81) x, = "w DAL» tep : 
s BE Ass Va) 70 2(0, oem Ua) 
e dn, dv, 


et posous pour abréger 


nt — 9 Fi (0, Dy sn Un) x* = d 40, di... Vi. Vn) er — ds (0, Vi». Un) 
dn. a di Sam. ez) əv, j 


VI. On aura évidemment pour z= Q et #,,..., v, quelconques: 
ns D, x= 0, $=0. 


VII. En vertu de (18) et (5) on aura les relations suivantes 
valables pour tous les #,,..., Va. 


(32) |nž| =0 (pour ir), Til, |x|SM+*, |6*|Sm*. 
En différentiant les deux membres des équations caractéristiques 
(16) par rapport à », nous obtiendrous le système qui suit et qui 


sera vérifié par les fonctions 7,, %,, © en tout point de l’ensemble 


[rl <a, — oo Lv,< + co !) 
d i £ e i * ə 1; * 
ZZ Get) Kat — CHE) 


= S wH) (2% JE 


— Etat ra +25) mn aL. (- 2+ 345.) 
/ t 


I) Pour la justification de ce fait v. le livre cité de M. Kamke p. 156. 


ee 23% dE 1 Zou + säi + 
+2 E +4 z) 


[Dans les fonctions Y, Z, Q, et leurs dérivées partielles on 
doit effectuer les substitions (19), (20) et (21)]. Le système majorant 
pour le système précédent sera (cf. (3), (4), (32), (27) 


KEE E + m 
TE — n Mh(a) |n Mr + Sal + |m + n Mk(2) (1-+ Zn) + 
+ [m + n Mh(x)] (6 + m*). 
dx, 


da = MA + ha) (Ba, n M*] + m [u MY] + 
+ MA + k(2)|Z7+1]+ MI + Kaj E + m*) 


L'intégrale Ni, x, Ĉ de ce système d'équations linéaires qui 
sannule pour z— 0 existe dans l'intervalle (— oo, + co) et l’on 
aura (cf. les alinéas II et VI) dans l'intervalle |x| < a et pour les 
D;,..., De quelconques les inégalités 


(33) al se lie), allali Wise fiel 
Or l'intégrale Ni, e x se calcule effectivement ’). On trouvera 


d : J A(z) dr 
(34) nı == M (1 + n M* + m*) (A 


T 


où 
A(r) = 2n M {1 + h(z)) + m = Zn M(1 + m*) e”* +m. 


Les fonctions 7, sont toutes identiques au premier membre 
de l'équation (8). Or c désigne la plus petite racine positive de 
cette équation. En posant K (z) = (x) =...= Nu (x) on voit donc que, 
dans l’ensemble (22), l'inégalité (28) a lieu (ef. 31, 32, 7, 8). Les propriétés 
À, B, C se trouvent ainsi établies. En rapprochant ces propriétés du 


1) En ajoutant les équations majorantes terme a terme on constatera que 
la fonction + Z(x; + od remplit une équation linéaire qui s'intègre effectivement. 
On calculera ensuite consócntivemt #4, x, et È. 
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théorème de M. Hadamard (cf. I) on démontre que les équations (19) pos- 
sèdent une solution unique en +, ,.... V, lorsque |x| Cd, — oo < y, <+-00. 
Cette solution v; = v,(z, Mu, y,) est de classe C! dans l'ensemble (6). 
En substituant ces solutions dans l'équation (20) on obtient l'intégrale 
de l'équation (1) dont l’existence est affirmée par notre théorème !). 


Remarque. La solution eflective de l'équation (8) c.-à-d. de 
1 Ach, 
l'équation K(x) = „ est difficile. Afin d'indiquer effectivement un do- 


maine d'existence |x| Cb, Sb — oo < ýy, < + 00 (moins large 
que le domaine (6)) on peut appliquer le procédé suivant qui n'exige 
pas la résolution de l'équation (8). On cherche une fonction K,(z) 
continue et telle que K,(0) = K(0)= 0 et K,(x) > K(x) pour z > 0. 


On choisit K, de façon que l'équation Klej => puisse être ré 


solue effectivement. En désignant par c, la plus petite racine posi- 
tive de cette équation il suffit évidemment de poser b, = min (a. c,)?). 
On peut poser p. e. 


> SU) + 1)dt 
(= ter we) | d (A (x) + 1) dz. 


1) On le démontre par le raisonnement classique (v. p. e. E. Goursat, 
Leçons sur l'intégration des équations aux dérivees partielles du premier ordre, 
Paris 1921, p. 187). 

3) Si ane telle racine n'existe pas, l'intégrale de l’equation (1) existera dans 
le domaine |æ|< a. 


Sur lóquation aux dérivées partielles du premier 
ordre essentiellement non linéaire 
par 


T. Wazewski 


Kraków. 


Hypothese H. Considérons l’équation 


(1) p= f (®, y, 2, 9) 
et supposons que la fonction f soit de classe C? dans un ensemble 
ouvert Q de l'espace des variables réelles x, y, z, g !). Nous sup- 


poserons que l’équation (1) est essentiellement non linéaire dans Q 
c.-à-d. que lon y a: 


(2) fa F 09. 


Nous désignons par w(v) une fonction qui est de classe C! 
dans l'intervalle a Zv<b et nous supposons que la courbe 


H 


(A z—=0, y=v z= oln, q= w (v) (a ZZ) 


est située dans 42. Sous cette hypothèse nous avons le théorème 
suivant 5). 


Théorème 1. Si les caractéristiques déterminées par la 
courbe (3) existent dans l'intervalle 0< x < 8 et engendrent une 
surface intégrale z = p (x, y) de classe C!, alors la dérivée première 
w'(v) est à variation bornée dans l'intervalle az v< b. La dérivée 
seconde w'”'(v) existe done presque partout dans cet intervalle. 


1) Une fonction est, par définition, de classe C? dans un ensemble lorsqu'elle 
y possède des dérivées partielles (ou ordinaires) d'ordre 4. 
dr Of dr 
2 A = = = —— 
) Nous posons poar abréger f., RT Ją = ER fe ER etc. 
3) Un théorème moins précis eonstitaait le sujet de la communication que 
j'ai envoyé au Congrès des Math. des Pays Slaves (Prague, Septembre, 1934). 
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Démonstration. Les équations des caractéristiques sont 


(4) =, LE Q fo) ft af. 
Soit 
y=y(x,y*,2*,9*), z=z(ujy*,2*,q*), g = ga, y*, ef, q*) 
la caractéristique issue du point x= 0, y=y, z="*, q=q*. 
L’équation de notre surface intégrale écrite sous forme paramé- 
trique est 
y = y (x, 0(v), w (w), z=z(a, v, w(v), o (el 
Il suffit évidemment de prouver que la dérivée w'(v) est à va- 
riation bornée dans un voisinage du point v, pris arbitrairement 
dans l'intervalle a S v< b. 
Désignons par K la caractéristique issue du point z = 0, 
= W, Z= w(v), q = OU (v) Nous affirmons qu'il existe, sur À, 
au moins un point 
(5) zn, y=, 2*=0(v,), g= w (0); (<a, <P) 
pour lequel on ait 


dy 
6 CZ 
6) SE 
Supposons, en effet, le contraire. On aura done le long de K 
3 
(1) zer 0 <P) 
En vertu de l'identité bien connue de Cauchy: he à 
Lë dą” 13q* 
on aura aussi le long de K 
92 
(8) kä (0 < x <f) 


En diffórentiant la première équation (4) on obtiendra *) l'identité 
+ dy 9 z - 0q 
vie? Läaël SL" Jq” — Je Zo "Jo gą 
qui a lieu le long de K. De la en raison des relations (2), (7) et (8) 
il résulte que l’on aura le long de K 


(9) dą? (0 << x < B) 
4) E. Kamke, Ditferentialgleichangen reeller Funktionen (Leipzig 1930) 
p. 155, Sate 1. 
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Des identités (7), (8), (9) il s'ensuit que E 
(le long de K) ce qui n'est pas possible +). | 

Choisissons maintenant x, de façon que l'inégalité (6) ait lieu 
au point (5) et posons 


(10) din) = y (To, Y, w(v), w'(v)). 


De lunicité des solutions des équations caractéristiques et de 
l'hypothèse que notre surface intégrale est engendrée par des carac- 
téristiques il résulte que la fonction continue A(v) prend des valeurs 
différentes pour des v différents (a S v < b). 

Elle est donc à variation bornée (plus précisément monotone 
au sens strict) En vertu des relation (6) et (10), du fait que la 
fonction y(z,..., g*) est *) de classe C! il résulte l'existence d'une 
fonction W% (y, vi 2*) qui est de classe C! au voisinage du point 
y = À (vo), y = v, 2*= w(v,) et telle que l’on ait, au voisinage de va, 
l'identité 

w'(v) = y(A(0)), v, w(v)). 

Or w étant de classe C! et A et w étant à variation bornée, 
il s'ensuit facilement que la dérivée w’(v) est à variation bornee 
au voisinage de v c. q. f. d. 

Si nous coupons notre surface intégrale par le plan x = E 
(0<<$<8), nous obtiendrons une courbe à laquelle s'applique le 
raisonnement précédent relatif a la courbe (2). De la vient le the- 
oróme suivant: 


Théorème 2. Sous l’hypothèse H chaque intégrale (x. y) 
de classe C? qui est engendrée par des caractéristiques possède, 
0? p 0? p 
Sei Jy ər 


presque partout les dérivées 


Remarque. Sous l'hypothèse supplémentaire que /,=F0 (dans 2) 
Iy 2 
dar Ix Iy 
en effet, résoudre localement l’équation (1) en g et invertir ensuite, 
dans le raisonnements précédents le rôle des variables z et y. 


le dérivées existent 5) aussi presque partout. On pourra, 


s) Plus généralement ces dérivées existent pour presque tous les pointe de 
notre sarface pour lesquels fọ + O. Il paraît probable qu'elles existent aussi pour 
presque tons les points où fọ = 0. 


Ein Beitrag zur konformen Abbildung von zwei 
Riemannschen Räumen aufeinander 


von 


St. Gołąb 


Kraków. 


Den Gegenstand der vorliegenden Note bildet der Beweis des 
folgenden Satzes über die Abbildung von zwei Riemannschen Räumen 
aufeinander. 


Hauptsatz. Wenn die Abbildung von zwei n-dimensionalen Rie- 
mannschen Räumen V,, V, mit positiv-definiten Formen aufeinander 
in der Umgebung von zwei korrespondierenden Punkten P und P’ 
folgende Eigenschaften besitzt: 

I) die Komponenten der Abbildungsfunktionen sind mit ersten 

stetigen partiellen Ableitungen versehen, 


1I) es gibt eine gewisse Zahl a von der Eigenschaft 
(A 0<|a—a|<1u 


und von der Art, dass, obala und 5 zwei in P den Win- 
kel a bildende Vektoren sind, auch die entsprechenden 


Vektoren w und v in P' den Winkel a schliessen, 
dann ist die Abbildung im Punkte P konform, d h. es wird das 
Mass aller Winkel bei der Abbildung erhalten. 


$ 1. Zunächst wollen wir bemerken, dass der ausgesprochene Satz 
einen völlig lokalen Charakter hat. Es geht daraus hervor, dass im 
Falle, wenn die in der Voraussetzung erwähnte Eigeuschaft in einem 
Gebiete erfüllt ist, die Zahl & von Punkt zu Punkt varieren kann. 
Man kann jedoch das Beispiel einer solchen Abbildung angeben, 
die nur in einem einzigen Punkte konform ist. 
Zweitens bemerken wir, dass die Vergleichung der Winkel 
bei einer Abbildung erst dann möglich ist, wenn die Abbildung 
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die kontravarianten Vektoren eines Raumes in kontravariante Ve- 
ktoren des zweiten Raumes überführt. Eine solche Abbildung wollen 
wir kurz eine Vektorabbildung nennen. Die Eigenschaft I) ist be- 
kanntlich eine hinreichende Bedingung dafür, dass die Abbildung 
eine Vektorabbildung sei. Dagegen ist sie keineswegs notwendig. 
In unserem Satze ist aber die Vorausseizung I) wesentlich in dem 
Sinne, dass ohne diese Voraussetzung der Satz nicht richtig sein 
braucht, was an einem Beispiele im $ 4 gezeigt wird. 


$ 2. Der Beweis des Hauptsatzes kann im allgemeinen Falle 
auf den speziellen zurückgeführt werden, wo die Dimensionszahl a 
gleich 2 ist. In der Tat, nehmen wir an, dass der Beweis im Son- 
derfalle n = 2 geführt wurde und fassen wir ins Auge den allge- 


meinen Fall. Betrachten wir nun in P zwei beliebige Vektoren u 


und v, die als linear unabhängige vorausgesetzt werden sollen íwidri- 
genfalls ist der Winkel zwischen zwei voneinander linear abhän- 
gigen Vektoren schon auf Grund der Voraussetzung I) erhalten). 
Ein solches Paar von Vektoren bestimmt eindeutig einen zwei- 
dimensionalen geodätischen Raum G,, der zu dem Bivektor der 


Vektoren u. v gehört und ein Teil des Raumes V, ist. Der Raum G, 
ist ein Riemannscher Raum uud der ihm auf Grund der Abbildung 
in H. entsprechender Raum ist ebenfalls ein Riemannscher. Werden 
jetzt alle Vektorenpaare ins Spiel hineingezogen die den Winkel « 
hilden und gleichzeitig dem Raume G, angehóren und wird der 
Schluss unseres Satzes für n == 2 angewandt. so bekommen wir, 


dass der Winkel zwischen u und » bei der Abbildung erhalten bleibt 


$ 3. Infolge des vorangehenden Paragraphen 2 wenden wir 
uns zum Beweis des Satzes im Falie n =2. Wir bezeichnen mit 9, 
(à, k=1,2) die Koeffizienten der ersten quadratischen Differentialform 
des Raumes V, und entsprechend mit g die des Raumes V;. Ein- 
fachheitshalber nehmen wir weiter an, dass E (5— 1,2) in V, die 
Koordinaten eines in DP geodätiechen Koordinatensystems darstellen. 
Auf Grund dieser Voraussetzung gelten tolgende Gleichungen: 


(1) du SE Gan = 15 Ou "9a, = 0 yi 


1) Die Gleichungen (1) sind selbstverstandlich nur im Punkte P erfüllt. Da 
ea sich aber durchwegs nur um Verhältnisse im Punkt P handelt, brauchen wir 
diesen und nachfolgenden Gleichungen den Iudex P nicht anhängen. 
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Jetzt nehmen wir an, dass im Raum V, das Koordinatensystem 
so gewählt ist, dass die entsprechenden Punkte dieselben Koordi- 
naten besitzen. Hier wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers 
darauf richten, dass die letzte Annahme nur auf Grund der Vor- 
aussetzung I) gerechtfertigt ist '). Ohne diese Voraussetzung wäre 
nämlich der Übergang zu einem solcheu Koordinatensystem in V; 
nicht erlaubt. Da auf Grund eines bekannten Resultates die Glei- 
chungen 
(2) Ja = O gun, OFO, (, k = 1, 2), 


die notwendigen und hibreichenden Bedingungen dafür darstellen, 
dass die Abbildung in P konform sei, ist unsere Aufgabe festzu- 
stellen, dass aus unseren Voraussetzungen folgende Gleichungen 


entspringen : 

(3) fn = Jn (#0) 
und 

(4) da = da =U 


Um den Beweis der Beziehungen (3) und (4) durchzuführen, 
führen wir folgende Bezeichnungen ein. Mit x bezeichnen wir das 
Mass des orientierten Winkels 2), den der beliebige Vektor v* mit 
dem Vektor e* (1,0) schliesst. Dagegen mit F(x) bezeichnen wir 
das Winkelmass der korrespondierenden Vektoren v* und ei in P’. 


Es ist leicht zu beweisen, dass die Vektoren o und e dieselben 


Bestimmungszahlen haben. wie die Vektoren v und e. Daraus und 
aus der Definition der Winkelmetrik in Riemannschen Maunigfal- 
tigkeiten gehen folgende Gleichungen hervor: 


y! ? pë 
(5) COS = ———— , SID Z = 
Krein + rem Hien + e 
und 
A: Ja V e 
(6) cos F(x) = SN 


BE V So D 


ik 


1) Vergleiche ìn dieser Hinsicht meine Bemerkungen, die in einem auf dem 
mathematischen Kongresse in Zürich (1932) gehalteren Vortrage, enthalten sind. 

3) Vergleiche St. Gołąb, Sur les coordonuces polaires sur une surface, 
Ann. d. 1. goe Pol. d Math. XII (1933), 87—107, insbesondere § 2. 
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Die Gleichung (6) nimmt infolge (5) folgende Gestalt an: 


(NTFS de tué let E x 


Vois: «Von ec cos? x + 29, cos z sin s +- gh sin? z 


Nach einer Folge von nicht besonders schweren Rechnungen 
bekommt man schliesslich die Formel : 


z 


dp 
8 mi 
(8) F(a)—=Y4 Ae cos? p + 2 gy, cos p sin p + gz, sind p” 


(4 = = du gą: — — (9)?). 
Einfachheitshalber setzen wir noch: 
(9) = Em b == Ze 4 
Ju Ju 
Dann gilt die Gleichung: 


10) Brel schaff R do e e 
i ee e in p eg 


Daraus geht hervor, dass 


b— a 

Fa 

(11) (e) = pray 

wenn 

(12) W(z) = cos? x + Żasin z cos z + bain? z = a sin 2x + 


+ | z corta in pł 


gesetzt wird. Man sieht unmittelbar, dass im Falle 
(13) a=0 und b=l 


W (x)= Constaus ist; wenn dagegen (13) nicht erfüllt ist, so besitzt die 
Funktion F(x) die Zahl x als die kleinste positive Periode und 
dasselbe folgt für Erich 

Wegen (3), (4) und (9) haben wir eben zu beweisen, dass a, b 
den Gleichungen (13) genügen. Zwecks Zurückführung ad absurdum 
nehmen wir an, dass 


(14) a+(b— 1} >0 
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ist. Führen wir die Hifsfunktion 
(15) P(x) = F(x) — x 


ein, so überzeugt man sich leicht auf Grund des oben Erwähnten, 
dass die Zahl x die kleinste positive Periode der Funktion (x) 
darstellt. Andererseits aber machen wir Gebrauch von der Vor- 
aussetzung II; es stellt sich heraus, dass 


(16) F(x + a) = F(2z) + a 


ist und dass œ eine Periode der Funktion ®’(z) ist. Wegen der Un- 
gleichung (*) führt das jedoch zu einem Widerspruch. In dieser 
Weise ist der Beweis unseres Satzes zum Ende gebracht. 


Bemerkung I. Wir fügen dem vorgestellten Beweis die fol- 
gende interessante Bemerkung hinzu. Auf Grund des bekannten Satzes 
über die Möglichkeit der konformen Abbildung jeder zweidimensio- 
nalen Riemannschen Mannigfaltigkeit auf die euklidische Ebene 
könnte man im ersten Augenblicke glauben, dass unter Berücksichti- 
gung dieser Tatsache nach der Zurückführung des Problems auf 
die Abbildung von zwei euklidischen Ebenen vielleicht eine Verein- 
fachung des obigen Beweises gewonnen werden könnte. Diese 
Vermutung erweist sich aber als nicht richtig. Die Tatsache, dass 
auch im Falle der Abbildung von euklidischen Ebenen der Beweis 
nicht einfacher als im Riemannschen Falle verläuft, hat ihre Erklärung 
in der Formel für den Winkel, den zwei (durch ihre Bestim- 
mungszahlen) gegebene Vektoren machen. Diese Formel ist in einem 
Koordinatensystem, das durch eine beliebige (nicht notwendig 
orthogonale) affine Transformation aus einem rechtwinkligen Kartesi- 
schen entsteht, nicht weniger komplieziert als jene allgemeine For- 
mel der Riemannschen Geometrie. 


Bemerkung II. Wir können einen stärkeren Satz ausprechen 
indem wir die Voraussetzung II) durch eine schwächere ersetzen: 
II’) Es existiert eine Zahl a von der Eigenschaft (*) und eine 


zweite konstante Zahl a” sodass, sobald u und v zwei in P den 
Winkel o schliessende Vektoren sind, die entsprechenden Vektoren 


w und v' den Winkel vom Masse o bilden. 

Die Vervollständigung des Beweises kann dem Leser überlassen 
werden. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 2 
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Bemerkung Ill. Der Beweis unseres Satzes kann im speziellen 
7 


Falle, wenn o =; sofort durchgeführt werden. Es gentigt zu beachten, 
dass, wenn die Gleichung 
(17) Aa vr = 0, 
A 
stets eine Konsequenz der Gleichung 
(18) PAR 
R 


ist, so müssen dann die Beziehungen (2) bestehen. 


$ 4. Es sei eine Funktion w(x) gegeben, die überall definiert 
ist und die den folgenden Bedingungen gentigt: 


a) (0) = 0, 
b) w [a + z) PS 
2 
ER do dw 
c) — existiert und es ist stets |- | ę I 
dz dz 


d) (DE. 


Es gibt tatsächlich Funktionen, die obigen vier Bedingungen 
genügen (z. B. w(x) =; sin 4x). Wir nehmen jetzt zwei euklidisch- 


metrische Ebenen À, und R, der Punkte (5,7) bzw. (6'7) und 
definieren die Abbildung der beiden Ebenen aufeinander, wie folgt: 
In den Ebenen A, und R, soll das Polarkoordinatensystem (, o) 
eingeführt und dem Punkte é = ọ cos p, 7 = ọ sin g soll der Punkt 
(LEI, dl zugeordnet sein, wo 


(20) $'=gcos(p+0(p)), 7 = e sin {p + o(p). 


Diese Abbildung — wie man mit leichter Rechnung bestätigen 
kann — besitzt in jedem Punkte partielle Ableitungen erster Ordnung 
und ausserdem ist sie eine Vektorabbildung. Man sieht weiter leicht, 


dass die Voraussetzung II) unseres Satzes hier erfüllt ist Ç == s) 


Dagegen ist die Abbildung im Punkte P(0,0) nicht konform. 
Selbstverständlich ist in diesem Falle die Voraussetzung I) nicht 
erfüllt. 
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§ 5. In speziellem Falle, wenn »=2 und wenn die Riemannschen 
Riume euklidisch sind, bekommen wir aus unserem Satze ein 
Resultat, das sich auf die Theorie der konformen Abbildung in 
üblichem Sinne bezieht. Die Voraussetzung der Stetigkeit der ersten 
partiellen Ableitungen ist hier natürlich wesentlich. Das Bestehen 
der Voraussetzung II) in einem Gebiete garantiert uns den analytischen 
Charakter der Abbildung in diesem Gebiete. 


$ 6. Es ist interessant, dass der Satz auf den Fall einer all- 
gemeineren Geometrie nicht ausgedehnt werden kann. Bezeichnen wir 
nämlich mit M, und M; zwei Ebenen mit Minkowskischer Metrik. Die 
Indicatrix von Carathóodory der Ebene M, genüge der Voraus- 
setzung, dass sie durch Drehung um einen „euklidisch“ rechten 
Winkel um den Anfangspunkt in sich übergeht ohne dabei ein 
Kreis zu sein. In M; wählen wir dieselbe Indicatrix und bilden 
M, und M, so aufeinander, dass die Abbildung eigentlich eine 


starre Drehnng um einen Winkel vom Masse a<z der Ebene M, 


in sich bildet. Werden jetzt die Winkel einer Winkelmetrik im 
Sinne von Bliss oder Landsberg unterworfen, so werden bei 
dieser Abbildung alle Winkel vom Masse œ erhalten ohne das dass 
die Abbildung konform wird. 


Note sur les systèmes quasi-ergodiques 


par 


W. S. Urbański 
Pionki. 


Envisageons une variété métrique I’ à n dimensions telle que 
tous ses points soient intérieurs et tout point limite des points de P 
y appartienne. 

Le tenseur métrique g, soit positivement défini, à coefficients 
bornés. 

Dans cette variété prenons un système de coordonnées 


Lis ai, %n. Soit donné un système d'équations différentielles 
da dx, dz, 
où 


er: — X,(z, 9 an, se? Ei: 
Les fonctions X, remplissent, par hypothèse, les conditions suivantes: 


1% ZX] > 0; (on a aussi ZX? > k>04 cause des propriétés 
lm] 


des 


de la variété I’). 


E ð e 
20, Les X, et leurs dérivées sont continues. 
A 


Le paramètre t soit appelé le temps. 

Les solutions des équations (1) jouissent alors, comme on le 
sait, des propriétés suivantes : 

A). Unieite. Par un point zf, 4,..., x% quelconque de Til passe 
une solution (trajectoire) unique: æ, (t), (fl... æ,(#). 

B). Les solutions dépendent d'une manière continue des valeurs 
initiales; on peut exprimer cela comme il suit: 

Soient x;(t) et z,(t) deux solutions passant par x? et z) pour 
t—0; e et z étant deux nombres positifs, il existe un 7 > O tel 
que la condition |2} — z/| < 4 entraîne les inégalités |2,(£) —Z,(t)| < € 
pour Us tee 
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L'ensemble des trajectoires, parcourues par les points mobiles 
se mouvant selon (1), forme un flux continu. 

C). La vitesse V du point se mouvant selon les équations (1) 

| p ES Z 
ne s’annule pas, car V= GH = p, ada = VS ga X, X, et la 
forme quadratique È 94 X, X, est positive (cf. 1°). 

A priori sont possibles des trajectoires qui remplissent d'une 
manière partout dense un domaine à n dimensions de la variété P 
ou bien une hyper-surface (surface intégrale) plongée dans cette 
variété '). Dans ce dernier cas c'est cette hyper-surface que nous 
considérons comme la variété en question dans les considérations 
qui suivent. 

On n'a pas jusqu’à présent éclairci la possibilité de l'existence 
de trajectoires remplissant d'une manière partout dense le niveau 
équi-énergetique dans la dynamique; néanmoins on utilise cette 
hypothèse dans la mécanique statistique et l'on appelle de telles tra- 
jectoires „quasi-ergodiques“ *). 

Envisageons dans la variété /” une surface sans contact S. 

Aucune trajectoire n’est tangente a la surface S. 

On sait que les trajectoires peuvent traverser la surface S au 
plus en une infinité dénombrable de points. 

Soit P un point sur cette surface S; par ce point passe une 
trajectoire 7. Lorsqu'une autre trajectoire 7” possède sur la surface S 
un ensemble de points ayant pour point limite le point P, nous 
appellerons la trajectoire 7” asymptotique à la trajectoire 7. Il est 
aisé de voir que, à cause de la continuité B), la propriété de la 
trajectoire 7’ d'être asymptotique à la trajectoire 7’ ne dépend ni 
du choix de la surface S, ni du point P sur T. 

Considérons sur la surface © un petit voisinage ouvert G, du 
point P. Ce domaine G, de la surface S engendre dans son mou- 


vement de {= — œo à t= +o un domaine ouvert K, de la 
| a ZE 
1) un tel cas est donné p. e par les équations "0 = b, où g et w 


sont les coordonnées de la surface du tore, lorsque a et b sont incommensurables, 
les trajectoires: p =at- p,, W =bt-|-vw, remplissent d'une manière partout 
dense la surface da tore. 

3) P. Ehrenfest, Encyc). de math, Wissensch. 1V 2, II Heft 6; A. Rosen- 
thal, Ann. d. Physik 43 (1914), p. 894; Gans u. Weber, Repertorium der 
Physik I, 2, p. 483; G. D. Birkhoff, Proceed. Nation. Acad. Sci. U. 8. A, 17, 
(1931), p. 650, 656. 
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variété JL (La possibilité da prolongement du temps a —+ oo et 
a — oo résulte de la propriété B). 

Toute trajectoire qui rencontre le voisinage G, est totalement 
située à l’intérieur de K,. 

Diminuons le domaine G, en le serrant autour du point P, 
nous aurons une suite de domaines 


4 6,06, )...>P 
Alors, au lien de K, nous trouverons une suite de domaines 


Kı D K: JK, 0... 


Ce que nous avons dit au sujet de K, se rapporte à tout K,. 
Dósignons par X la classe des points appartenant à tous les K, 


De K, -R Igo 1 


A l’ensemble 5/ appartient la trajectoire T et en outre toutes 
celles qui sont asymptotiques à T; c'est évident, car les trajectoires 
de cette sorte traversent chaque G, et sont par suite totalement 
situées dans chaque K,. En dehors de cette catégorie aucune autre 
trajectoire ne se trouve dans %, car en diminuant infiniment les 
domaines CG. on met de côté chaque trajectoire restant à distance 
finie du point P. 

Il est évident que deux trajectoires partout denses sur le 
même domaine ouvert W de la variété 7’ sont asymptotiques l'une 
à l’autre. On en conclut que, si la trajectoire 7’ est partout dense 
sur le domaine W et que lon construit l’ensemble % pour elle, 
toute trajectoire jouissant par rapport à W de la même propriété 
sy trouve, et aucune autre n’y entre pas. 


Thóoreme. S'il y a une trajectoire 7' partout dense dans un 
domaine ouvert de la variété I’, il existe une famille de puissance 
du continu de trajectoires analogues. 


Démonstration. Appelons W le domaine en question et L, sa 
partie qui reste en dehors de K, (K; sont formés pour la trajectoire T'). 


Li=W—K, La CC Let Eat 


Dans le cas envisagó tous les L, sont nulle part denses (ou 
bien vides), car les K, sont des domaines partout denges dans W. 
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Done les L, sont de la 1-ère catégorie de M. Baire. Leur somme 


£ = LĄ + L, + L, +... 
est aussi de la 1-ère catégorie. 

L'ensemble 4 = W — £ qui contient seulement les trajectoires 
partout denses est donc de la 2-éme catégorie de M. Baire. 

Ce que nous avons dit au sujet de ces deux ensembles de 
trajectoires dł, et £, s'étend immédiatement à leurs intersections avec 
la surface sans contact S. En effet, comme Z, est nulle part dense, 
son intersection avec la variété S 


4, = L^ S 


est aussi nulle part dense et, par conséquent, de la 1-ère catégorie. 

L'ensemble A=£aS=(L,+ Leck Lit) > S = 4, + 4, 4,+-.. 
(intersection de l’ensemble £ avec la surface S) est aussi de la 1-ére 
catégorie. L'ensemble complémentaire de À est done de la 2-ème 
catégorie; cet ensemble S — À se compose des points qui engendrent 
les trajectoires de &. Étant de la 2-ème catégorie, il est de la 
puissance du continu. 

Mais une seule trajectoire engendre sur S un ensemble dónom- 
brable de points. On conclut de cela qu'il y a dans l'ensemble de 
points S — À une infinité de puissance du continu de tels ensembles 
appartenant chacun à une seule trajectoire. Donc il y a une infinité 
de puissance du continu de trajectoires partout denses dans le 
domaine W. 

Nous ne pouvons rien conclure de cela sur la mesure de cet 
ensemble. (La mesure de M. Lebesgue d'un ensemble, comme on 
le sait, exprime dans la mécanique statistique la probabilité relative 
de cet ensemble), 

Dans la mécanique statistique notre résultat signifie : eil y a une 
trajectoire quasi-ergodique, il y en a une infinité de puissance du 
continu formant un ensemble de la 2-ème catégorie de M. Baire. 


Sur les fonctions caractéristiques et leur application 
aux théorèmes limites du calcul des probabilités 


par 


W. Kozakiewicz 
Warszawa. 


Dans son mémoire: „Sur l'extension du théorème limite du 
calcul des probabilités aux sommes de quantités dépendantes“ !). 
M. S. Bernstein démontre un théoreme extrêmement important 
du point de vue des applications. M. V. Romanowskij a géné- 
ralisé ce théorème et simplifié sa démonstration 3) en se basant sur 
une généralisation d’un théorème de M. P. Lévy, concernant les 
fonctions caractéristiques 3). 

Je me propose de démontrer deux théorèmes sur les fonctions 
caractéristiques, dont le premier peut être considéré comme une 
généralisation du théorème mentionné de M. Lévy, et le second 
concerne les lois de probabilités des variables qui sont des fonctions 
de variables aléatoires. Comme application du premier théorème 
j'obtiens un théorème limite plus général que ceux de MM. Bern- 
stein et Romanowskij (comp. 6). Le second théorème permet 
de démontrer un théoreme sur les fonctions des variables aléatoires 
d'une forme particulière; les fonctions de cette forme se rencontrent 
en statistique mathématique et il paraît que notre théorème pour- 
rait rendre des services dans ce domaine. 

Les théorèmes sont énoncés et démontrés pour deux suites de 
variables aléatoires, mais s'étendent aisément au cas d'un ombre 
arbitraire de ces suites. 


1) Math. Ann. 97 (1926) p. 44. 
2) Ball. de l’Académie des sciences de l'URSS 1929, p. 209. 
2) Recueil Mathématique de la Société Mathématique de Moscou 1929. 
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1. Soient x, y deux variables aléatoires; posons: 


(1) F, ($, n) = Piz y < n} 


Š, 7 étant réels et P désignant la probabilité simultanée des inéga- 
lités entre crochets. Appellons fonction de la probabilité totale des 
variables z, y la fonction: 


(2) Fm = Filé, OLK Pie y <n) tHg Pix <E y = gt 
+4 Pir= é y=n; 

cette définition est entièrement analogue à celle de M. Lévy, con- 

cernant le cas d'une variable; elle présente de grands avantages 


au point de vue de l'application de l’integrale de Dirichlet. 
F (8, n) satisfait aux conditions suivantes: 


(U,) On a pour de US d 
(3) F($+-0,, n+’) — FE n+ ds) — F(5+-0,, n) EE 9) 20 
(U,) lim FẸ ds! 
śm >+» 
(U) lm FE 1) = lim F(E, 1) = lm F(E, r) = 0 
un —c0 ——0 q > —0c 


Designons par F (£), F;(%) respectivement les lois de proba- 
bilité de z resp. y. 

On a: 

F, (5) = lim HG n) 
7» +oo 
(4) i | 
Wl = lim AIS n) 
E 


Nous démontrerons l’inegalite: 


) [EE a, 15) — FiS, n) = | (+ 2) — F,(5)| + 
+ |F:(7 +8) — F2(7)|. 


o 


On a: 


(6) |F($-+a,9+5) — F($,n)| =|F($-a, 7-8) EE an) + 
+ |F($ + a, 7) — FE o 


L’inégalité (3) conduit à 
(1)  |F($+a,n +5) — FÉ+a, n| S |F + 8) — FCn) 
(8) F(E + a, n) — F(E, m| 5 |F (E + 2) — F (8) 
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(6), (7), (8) entraînent (6). En faisant tendre a et 8 vers + co on 
obtient de (5) Pinógalitć: 
(3) | —F(5,7)= 1 — ,,(5) + 1 — Fin: 


Considérons une famille {F ($, 7)) de lois de probabilité. Nous 
dirons qu'elle est régulière si à tout € > O on peut faire correspondre 
un nombre N tel que pour toute fonction F de la famille: 


(10) 1— F (n) <e si Ę>N<y 
(11) F'(Ë, n) Le si &<—Noun<-—N. 


Remarquons qu'il existe une definition analogue dans le cas 
d'une seule variable aléatoire. 


Théorème I. Si les familles {F(E} et (LR Cook sont régulières, 
alors la famille {F (E, n)} est aussi régulière. 


Ce théorème résulte immédiatement de (9) et des inégalités 
évidentes: F, ($) = F($, n) = 74(1). 


2. On appelle fonction caractéristique de la loi de probabilité 
F(&,n) de deux variables aléatoires x, y la fonction p,,(t’, E) des 
variables réelles t', £” définie par: 


1) rene Deng np 


—00 —00 


l'intégrale à droite étant prise au sens de Stjeltjes. 
La fonction caractéristique possède les propriétés suivantes: 


(W,) Si 
(13) i, Mr ROSZ CZ 
(14) Yır aen Yn 


designent deux suites de variables aléatoires telles que la variable z, 
ne puisse être dépendante que de la variable y,, on a 


(15) e, | KOGA 


k=l 
où 


(16) En, fia A 


i=l im] 
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(W,) si x, y sont indépendantes, alors: 


(17) Pt, t”) ss: ALA p(t”) 
(W,) ona: 
(18) PE) = Palt, 0); p(t) = 9,0, t”). 


Posons pour ©, Kfy, a, << Ba : 
(19) Pa, Br, Gu Ba) = F(B;, Ba) — Fa, Ba) — FB, @>) + F(a, Gol 


end — ef ei — eg 


(20) fE, t: Qi, B,, Da, Kä = m" — —— Ró 
(21) Pf, m, = BG! ee PE 
(22) Te ee PS eg e kosi: ik 


8 
Nous démontrerons la relation suivante: 
(23) P(a,, Bi» Da, Kä — 


1 [ | m W mę 
f € be ae dt’ (7 — 


Ed: ze 
wy e J Jost. t”) f(X, £"; Qy, ĥi, ei D Ba) dÉ dt 


qui est une généralisation aisée d'une relation analogue valable dans 
le cas d'une seule variable. 

Remarquons que l’on a, d’après les propriétés fondamentales 
de l'intégrale de Dirichlet: 


GEET | EEE AI 


sin (y — a,)£" — sin (y — Ba) t” A di = 
H" 


gl Í fr (t, Gre B1) W,(t”, Ga, Ba) dË ar"). 


—00 —00 
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D'autre part: 


nr 


(25) d sn (e aji = GES, 
Lë d sin (z — Ee Bt Ae A 


pi J CO8 cos (z — a,)E — cos (z — $,) t LET La 


it’ 


(«af __ ‚def flat wll 
"ne ee ur = "ESEE gg 


et pareillement: 


t d 

Il faut introduire dans la formule (24) les expressions (25), 
(26) et intervertir l'ordre d'intégration. opération dont la légitimité 
se démontre aisément, On obtient alors (23). 

Plus généralement l'intégrale double figurant dans (23), prise 
entre les limites — N <t < N; —N <t” <N peut être représentée 
par l'espérance mathématique de l'intégrale double figurant dans (24) 
prise entre les mêmes limites. 

M. P. Lévy a démontré que dana le cas d'une seule variable 
aléatoire la correspondance entre la fonction caractéristique et la 
loi de probabilité possède un caractère de continuité, en vertu du 
théorème suivant !). 

Si pour une suite r,, £4,... de variables aléatoires on a: 


(27) lim P., (t) = p(t) 


uniformément dans chaque intervalle fini et si g(t) est une fonction 
caractéristique d'une variable x, admettaut la loi de probabilité to- 
tale continue (EI alors la loi de probabilité totale de x,. tend uni- 
formément vers LEI, 


1) P. Lévy, Calcul des probabilités, 1925, p. 192. 
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Ce théorème a été étendu aux cas de deux suites de variables 
aléatoires par M. Romanowskij !), dont la démonstration ne diffère 
pas essentiellement de celle de M. Lóvy. 

Je me propose de démontrer un théorème sur les fonctions 
caractéristiques, qui peut être considérée comme une nouvelle géné- 
ralisation du théorème cité de M. Levy. 

Nous dirons que la suite de fonctions {/,(x)}, n = 1, 2,... 
est presque également continue, si à chaque e>>0 on peut faire cor- 
respondre des nombres N(e) et Ë(e) >> 0 tels que les inégalités: 


(28) n= N(e); | — z| < śle) 
entraînent : 
(29) | fa(%1) — fn (23)| Łe. 


Théorème II. Soient: {x,}, {y,}, Le {9,) des suites de variables 
aléatoires, F„(5, n) RE n) les lois de probabilité totale de x,, y, et 
de £,, D, respectivement, p. y, (E, t), @z,5,(#, t) les fonctions carac- 
teristiques correspondantes, Fail), Fran), Faal) Bail les lois 
de probabilités de Xna, Yn, n, ÿ, respectivement. Supposons remplies 
les conditions suivantes : 


(24) lim Te, 18, #7) — pass (fs #7) = 0 
uniformément dans tout domaine borné des variables t, t. 


(Z,) Les quatre suites: ZF, (8), {Fna Di, WFurté)h (Fran) sont 
presque également continues. 


(Z,) Une des suites: 4F„(Ś, n)), (RTE, n)} forme une famille régulière. 


Alors on a: 
(30) lim (F, (5, 7) — £.(8, n) = 0 


et cela uniformément. 


Démonstration. Evidemment il suffit de démontrer que l'on 
a uniformément : 


(31) lu (LP (ën, Bis dą, Ba) — P, (04 , 84, Gas B2)] =0 


Pio, Bis Qa, Ba) et Pula, Bis Q2, Dell étant définies par (19) où l'on 
a remplacé F(E, 7) par F,„(ś. n), SIE n) respectivement. 


Ee OZZL 


1) Romanowskij, I, c. 
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Soit N un nombre positif arbitraire. On aura: 


(32) z P, (a1, Bis as, Ba) — Pr (a, Pay 04, Ba) = 
= bef f fest"; 04, Br; 04, ba) le, (Et — 95,0, dE = 
ue im 
(33) = ges | f ft"; a, Bas Ba) [Pa y (Et) — o 5 (t, ET HEN 
sn mumel faf Jeff 
+ f fa 9. (, 01, B1) Pr, (E, a, Ba) dr dt” DI b -- S f -- 
+S S+S S An (€, a, 8) W3, gn Ba) dt der”). 


Supposons d’abord que le point de l’espace a 4 dimensions 
aux coordonnées ©,, Êi, ©,, B, soit contenu dans un domaine borné A. 
Démontrons d’abord que pour tout £>0 on peut déterminer N et 
n(e) de manière que l'espérance mathématique de chacune des 8 in- 
tégrales figurant dans (34) soit plus petite que e pour la valeur de N 
déterminée et pour n>n(e). Il suffit évidemment de considérer 
l'espérance mathématique de la premiere de ces intégrales que nous 
désignerons par Jy,n: 


œo N 
Z l f > » Aug 
(39) dag | | Ya, (l ‚ 0, bı) WP, (t > Da Bs) dł dt d 
N —0co 


Il est aisé de démontrer que a, b. c étant des nombres réels 
quelconques on a toujours ais 


(36) d Rod < 2x 


| 


il en résulte: 


(37) Jun jan NE (#, a, Bd || IEC s Ga, Ba) dt” |< 
sej, IO (Go, Bi) dt | 
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On a pour De der 


(38) Hu (©, 04, 8) dt |- 


IE ay —ó [+ | 
= Jr +[+/+ Jee a. B,) dt | d Fpa (EN, 
—00 ad a —0 fi J | 


D’aprös la condition (Z,) on aura pour n suffisamment grand 
et d suffisamment petit: 


(39) F„, (0, + ô) — Kale — 0) <> E (8, + 8) — Fx (8, — 0) 


done, en tenant compte de (46): 


al Î | 
1 
(40) À JJ vl, a ah.) SE 
Fr n 8 2 
a:—0 d 
quel que soit N. 
Mais d étant fixé, il résulte de la convergence uniforme de 
l'intégrale de Dirichlet pour |É — a, | = ô = |Æ — 8,| que pour N 
suffisamment grand on aura: 


(41) Jam viet ul RE wl 


done: 


au d 
1 
(42) HJ ZP HO (W, Oh, (34) araol<: 
—00 artó fi 


et cela quel que soit n. Done d’après (40), (42) on a pour n et N 
suffisamment grands : 


(43) |Jyn| Le 


D'autre part N étaut fixé, on aura d'après la condition (Z,) 
et en vertu du fait que la fonction f est bornée: /y,->0 pour 
n —> oo. 

En résumé, nous avons démontré que lon a (31) uniformément 
dans tout domaine borné des a,, B,, Ge, 6,. Mais en vertu de la 
condition (Z,) on démontre facilement que la relation (30) subsiste 
uniformément pour tous les Ë, 7, c. q. f. d. 


t$| m 
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Corollaire. Les conditions (Z,) et (Z,) du théorème II sont 
remplies en particulier dans le cas où dans chacune des suites 
{FO {Fran} (ou bien LEIT, (Fialy) toutes les fonctions 
sont continues et PAN entre elles, c. A d. 


(44) Fi, (6) = F,(5); Fane (n) = F (n) n=1,2... 


La condition (Z,) est remplie en vertu du thćoreme I. 
D'autre part on a: 


(45) Pa, (©) = Pz,;, (t 0) 
(46) Pa, (t )= = d el (ia 0) F Oh t) 


et il résulte de (Z,) que øz (t) tend vers p(t') Done d’après le 
théorème de M. Lévy, on aura: 


(47) lim F,(5) = F, (6) 
et pareillement: 
(48) Mm Faal) = Fln): 


Les relations (44), (47), (48) montrent que l’on a en effet (24). 


Remarque. Le théorème II est encore valable dans des con- 
ditions un peu moins restrictives. Il suffit de supposer au lieu de (23), 
que seulement les deux suites {F,,(5)} et {F,2(7)} sont presque éga- 
lement continues. Mais la démonstration exige des raisonnements plus 
délicats, d’ailleurs analogues à ceux de M. Lévy, et basés sur 
l'inégalité (5). 

3. Soient maintenant x, y deux variables aléatoires, (E o 
leur loi de probabilité totale. 

On sait que l’on peut introduire une fonction d'ensemble F(E) 
définie pour chaque ensemble E mesurable (Z) du plan et égale 
a la probabilité que le point aléatoire (x, y) appartienne à =Æ. 

Nous dirons que la suite de lois de probabilité totale {7', (8, o, 
n = 1,2... est presque absolument continue, si a chaque e > 0 cor- 
respondent des nombres positifs: u(e) et ó(e) tels que l'inégalité: 


(49) Mes. E < ó(e) 
entraîne pour n > w(e): 


(50) F,(E) < €. 
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En particulier la suite des lois de Gauss réduites (comp. 4), 
où l’on a |2,| < À < 1 est une suite presque absolument continue. 
Nous considérons dans la suite, des suites de fonctions {f,(u, v)) 
mesurables (L) et satisfaisant aux trois conditions suivantes : 

(P;) Etant donné deux nombres: y > 0 et Le > 0 nous pou- 
vons déterminer deux nombres positifs v(y) et a(y) tels que: 


(51) Mes. {E [L — a =/, (u, v) S L+ ah} < y 


si: | L| S Lo et n > v(y). 

(P:) La suite {f (u, v)) est uniformément bornée dans tout 
ensemble borné, c. à d. à tout ensemble plan borné D correspond 
un nombre Bp tel que la condition: 


(52) u, ve D 
entraîne ` 
(53) | fn(u, v)| = Bp Nu, 2... 


(P,) La suite IG 7)) est presque également continue dans 
tout domaine borne. 


Théorème III. Soient (z,), {y,), (£,), {Yu} des suites des va- 
riables aléatoires, SIE. n), Fr(&,n) les lois de probabilité totale de 
Ta, Yn Et En, Im respectivement, f„(u,v) une fonction des variables 
réelles u, v, F,() et EI) les lois de probabalité totale des variables 
fn(Zn; Ya) et fn(£,, Ja) respectivement, ©, (t) et ©, (t) les fonctions ca- 
ractéristiques correspondantes. 

Supposons remplies les conditions suivantes: 


et cela uniformement. 
(Q,) Une de suites F (É, n), F„(5, n) forme une famille requlière. 
(Q,) Une de suites F„(Ś, n), Fr(E,n) est presque absolument con- 


tinue. 
(Q,) La suite des fonctions {f (u, v)} satisfait aux conditions 


(P,), (P;) et (Ps). 
Alors on a 


(54) lim [F,(t) — Els 


et cela uniformément. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. B 
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Démonstration. D'abord on peut choisir N, assez grand pour 
qu'on ait 


(65) f | estnrdF,(6, n) -f of enea F(E, 1) 
et es 


66 | f ZZA) -f £ gen a Fi (E dk 


où € > 0 désigne un nombre donné quelconque. 
Soit |4|S7, T étant un nombre positif, arbitraire nous pou- 
vons déterminer les nombres ó(e) et u(e) de manière que 


(57) jem! — eifant] < | 


si |56—5|<6, |n—n|<ó, (Go (51: m)eKw, n>n(e). 
Ky désigne le carré |z| < N > |yl. 
Divisons X, en p? carrés £,, de côté plus petit que 26, et 
désignons par (&,, 7,) les coordonnées du centre d’un carré E. 
Nous avons 


en || fran Zë vu Elż <i 


i=] j=l 


(59) fer: (5, 7) >>: y EME) F,(E,) <> 


-N -N ie] je] 
Mais on a 


RJ 1 8 -9 € > ” e 
(60) IE) — F,(b,)| < ip? = |,2A7%|,2..p 
pour n suffisamment grand. 


Il s'ensuit que 
(61) lim Te, (t) — gy, (t)| = 0 


et cela uniformément dans l'intervalle || 7. 

Pour que le théorème II soit applicable il faut démontrer 
encore que les conditions (Z,) et (Z,) subsistent. En effet ayant 
donné a>0, nous pouvons déterminer d'après la condition (Q,) 
un nombre M tel, qu'on ait 


(62) Fal n) > 1 — o, JES MZ |n]: 
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Posons B= By, (Bp désignant la constante qui figure dans (P3)). 
Or, en nous appuyant sur la condition (P,), nous avons 


(63) Eet 2 > 1—0. 
D'autre part prenons |L|< L., où Lọ est un nombre fixé 

quelconque. On a 

(64) F(L+a)—F,(L—a)<P{L—a<f,(x, y) < L+ a). 
Etant donné un nombre À 

y(2) tels qu'on ait 


il existe des nombres » (A) et 


F,(E') / 
si n > (2), pour chaque ensemble Æ’ satisfaisant A la condition 
(65) Mes (E’) < y. 
Mais en vertu de la condition (P,) il existe un nombre a tel qu’on ait 


(66) Mes {E[L — a < filu, v) < L+a]} < y, ILIS Lo 


pour n suffisament grand. Nous voyons donc que 
(67) F(L+a)—F(L— a) < 1 


si n croît indéfiniment, 

Les inégalités (63), (67) montrent que les conditions (Z,) et 
(Z,) du théorème II (comp. aussi la remarque) sont remplies. 

En conséquence 


lim [F,(6) — F;(6)] = 0. 


n #0 


4. Considérons maintenant la loi de probabilité : 


E y 
1 c 
(68) F(E, n) = ze ] = =h f s} e 20-m) (ta RE m) dé, dn, = 


E n 
ra Tei, M) dé dn, 


—00 —00 


c. a d. la loi normale réduite avec À comme coëfficient de corrélation. 
Les lois des variables r et y s'expriment par: 
1 A 
(69) F, (Ë) = f eT d, 
y 2n 6’ 
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(10) Fa) = pz Tei Za 


et on voit qu'elles sont indépendantes de R. La fonction caracté- 
ristique est : 


(71) pa (t, t") = pT DUH atare) 
on a: 
(72) Pia, By, 04, Ps) = p i f o (Êi, 1) dé dm. 


Cette fonction est bien définie si |R| < 1. On peut démontrer 
sans peine qu’elle tend vers une limite si R tend vers 1 (ou bien 
vers — 1). 

Si R— 1, cette limite est égale a O pour a =f, ou a, =B,, et 
a l'expression : 


Bi 
e š = 
Ba a= maxa) À = min (Ga, a) 


pour Bi > Q3 et a, < fz- 
Si R>— 1, cette limite est égale à O pour —8,-6, ou 


a, — a, et à l'expression (64) où a, = max (a, — B,), 
ß, = min (6;, — a4) pour 8, > — b, et a, C—a,. 
4. Passons maintenant a l'énoncé du théorème généralisé de 
M. Bernstein. 
Soient 
TE. FES MJ 
Yis Year. Yn 
deux suites de variables aléatoires. Posons: 


(15) A, 55, Ti; Le AE 


(1) 


Désignons par &(x) l’esperance mathématique d'une variable x. 
L'existence de &(z,), 6(y,, i = 1, 2... étant admise, nous pouvons 
supposer sans restreindre la généralité, que l’on ait: 


(76) giel = 8y) = 0. 
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Posons: 
(77) eb, Ely) = ci, Elt y) = gi 
(18) ea) = ba; ëilwPiai = ft; oo 
(79) 2=B; Żd=C; ac, 
im] i=] i=] 
(80) y bto — Pia: > te) A C+) 
ial Ze) 
G 
(81) R= 


VB, C. 

Théorème généralisé de M. Bernstein. Si les variables (74) 
satisfont aux conditions: 

(V,) pour i k, x, est indépendante de x, et y, 

(V,) pour un o positif: 
Bet ce 


(82) lim im = 
noo Pë ` a ze (112 


alors pour a, < (61, Q3 CA, la différence entre la probabilité de l'eri- 
stence simultanée des inégalités: 


(83) a; VB, < X, < Di VB, 
(84) De VC, < Y, <k: VC, 
et l expression: 
1 Bi Ba Be wes 
(85) TE J J sa RD ` dr dł 


tend uniformément vers zero. 
Dans le cas où on aurait constamment k, = 1 (resp. R, = — 1). 
l'expression (12) doit être remplacée par sa limite pour R — 1 (resp. 
pour R>— 1); comp. 4. 
M. Berstein suppose que lon a (V,) et 
3 3 
( V3) lim —— onu © = lim - = 


M. NEC suppose que l’on a RN (V,) et im R, KCI. 


= 0 
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Lemme. Soit un systóme de fonctions róelles ou complexes 
(Gaz y)) n= 1, 2..., k=1,2..., n. Supposons que l'on ait: 
(86) | fm(z,y) =1 + Om(2, y) = 1 + pur, y) + Bal y) 


les fonctions %,,, 6, satisfaisant aux conditions suivantes: quel que 
soit le nombre positif m, on a: 


(T) Yu —>0 uniformément pour n—> oo, Lëlz m, |y = m 


(73) PIĄ —0 uniformément pour x —> co, |z|Sm, |y|Sm 


k=) 


(T) Ż pal <M pour |z| Sm, |y| Lm 


k=1 


M étant indépendant de n (mais dépendant en général de m). 
Alors on a, uniformément pour |x| <S m = |y|: 


n 5 \ 
(87) lim | IL ai | = 0. 
n 09 Ka 

Démonstration. Supposons que lon ait: |z| S m = |y|. 

On a pour n suffisamment grand: 
(88) log fu = log (1 + 0%) = G„(1 + a) 
où |a| < EA 
(89) y log fnr = KE ; ss Beck SOS Oni ną. 

Bel Geng Res) k=1 kal 


Étant donné e > 0, nous pouvons d’après (7,), (T;), (7) dé- 
terminer N, de manière que pour # = N, : 


(90) z NE 
(91) EA 


kal 


SF ivu| + Ż |a| EA 


(92) a] = [Ou < NESS 
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il en résulte: 


(93) | B log fa — S'y) = 


Fer k=l 


TE la (De ` 


"=p (MA) © 


ce qui démontre le lemme. 


(94) Nous aurons besoin dans la suite de quelques inégalités de 


Liapounoff: 
(S,) On a pour z réel et O< Ô< 1: 
A 

(95) cos z < l — > +5 D wé 

| 
(96) |sinz — al < z 121. 
(5) On a pour p, 4>0, p<q: 

D 

(97) ëilelz S [Elle] 
enfin: 
(Sa) ja b| < 20 (|a[#8 + |B]?+9) 


(Sı) se démontre aisément à l’aide du développement de Ta y- 
lor, les inégalités (S,), (S.) résultent de inégalité connue de J e n- 
sen, concernant les fonctions convexes. 

Passons à la démonstration du théorème généralisé de M. Bern- 
stein. Nous pouvons supposer que le nombre ð figurant dans (V,) 
satisfait a Pinógalitó 0< ôS 1. En effet, si (82) est verifiée pour 
un 6, > 0, elle lest encore pour tout ô < ô et positif. 

La démonstration consiste dans trois étapes. On calcule d’abord 


! ' Xn ` er” 
la fonetion caractóristique des variables VB, 7 Une application 


n n 

du lemme montre que la différence entre cette fonction caractéri- 
stique et celle qui correspond à la loi de Gauss tend uniformément 
vers zéro. L'application du théorème II termine la démonstration. 


Posons: 


(98) -g e 84 VP Vë" "rech 


(99) D,(t, t”) = ff patt, t”). 


el 
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Evidemment p(t’, t”) est la fonction caractéristique de CG 
vo et d'après (V,), (W,), G,(t, t”) est celle de m ré 
D'après les inégalités (S,) et (S,) nous aurons: 
SC f’ It; 
100) (een Tv Ga HE HE) (rę + =) R, t, DW 
où 


(101) Bur, e< 4 || 


| vn en 


VB, Wl 


Comme &(z,) = 6(y,) = 0, il en résulte: 


(102) all dx vi 3 + RA, rt 


U 1240 11 té 


(103) | R„(t, EI be+ +- TA ao 


VB, 
On a: 

(104) du Sr eye", Fa, e = let + Irch z | 

done: 


(105) KOKAIN 2 (|t + |t"|2) 


la condition (73) du lemme est par suite remplie. L'inógalitć (S,) 
de Liapounoff donne: 


(106) 


bi SET, mg ` JET 
B, ™ Lech Sch 


done d'aprós (82) on a A — 0 et de même Z —> 0. La condition (CT, 


est par suite remplie. Enfin, il résulte de (103) 


R CE+8) 
(107) y |R„(t, E 4 jr M S 4 je pre À — 
CEA B+% CH 


+1 


l'expression a droite tend vers zéro (uniformément dans tout do- 
maine borné des variables t, t) en vertu de (82) et la condi- 
tion (7,) est aussi remplie. Par conséquence, comme: 


(108) 3 lt po |=" +" toner 


on aura d'apres le lemme 


(109) lim [D (t, #7) — ed] — () 


n ->œ 


uniformément pour |t|, |t | = m. 

Mais e~ IUH HAR t) est la fonction caractéristique de la loi 
de Gauss (110), — l'application du théorème II donne par suite 
le théorème fondamental. 


Remarque. Il est aisé de verifier, que 1 — A,, désignant la 
probabilité de l'existence simultanée des inégalités: |z| EL, et 
lys| S Ln, le théorème limite sera OK b. toutes les fois que 


l'on a en même temps: z 0, Le —> 0, et 21 „->0, la valeur de 
D Un kai 
B,, C, et G, étant calculée dans l’hypothese que l’on a: 
EA = L,, PA = L,. 


6. Considérons deux suites de variables aléatoires (13). (14). 
Supposons que Von a (76). Posons (75), (77), (78), (79), (80) et: 


(111) =} X; e E 


i=] i=] 
(112) bP gust = blr l? — b); däi =0ly) = Ely lyi — el 
(113) bP = 8 (xi); di — Elyı) 
(114) dh = el? — b; )?] = ON E: Gud fi ët 8|(y; = c3)?] un cj” m Ku 


(115) DY = >; Bil = > J”. 


la] ian] 


42 


Enfin pour ô >Q: 
(116) dy — Kl — Hr), ed — eil Kb 


(117) pu) => d'r, ` Fira => fp, 


t=1 i=] 


Considérons une suite de fonctions: { f (u, v)} et posons: 


X, U,— Bn) 
VB, VD® ) 


Va — C,\ 
"4 ef f (1, ów n 
(119) n CENNO: Hrs j 
Désignons par RIES 7) la loi de ge des variables: 
Ze e A par F(E, n) celle des variables: Ya. et ME 
VB, DP VC, /Fo 
Enfin soient F, (Ẹ) la loi de probabilité de Z, et KIC celle 
de Z;. 
Théorème IV. Si les variables £a, y, et les fonctions f„(u, v) 
satisfont aux conditions suivantes: 


(118) Z, —f. | 


(R,) pour i+ k, x, est indépendant de x, et y, de y,- 
(R,) b, = Cis bf >, b9 9. 
(Rs) la suite { f,(u,v)} satisfait aux conditions (P,), (P;), (Pı). 


3) (3) 
TS raD Vc ze p 
(Rz) Il existe un d, > O et un 0, œO tels que: 
2+ (4426) 24) TP (#F 201) 
(120) lim u = lim Gg = lim 4 ro = 
Alors on a: 
(121) lim (7,0) — AO) = 


et cela uniformément. 

D’après les conditions (R,) et (R,) les variables z x? et de 
même y, y; satisfont aux conditions du théorème généralisé de 
M. Bernstein. Il en résulte (le coëfficient de corrélation étant 
d’après (R,) le même), que SIE 7) > F„(5,4) —0 et cela unifor- 
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mément. En outre les suites: (F,($, n(}, 4Fu(Ś, n)} sont d'après (%,) 
presque absolument continues. Le théorème III est par suite appli- 
cable et il en résulte (121). 


Corollaire. Supposons que: z,... £a; Yı-.- Ya désignent respec- 
tivement les n valeurs de deux variables aléatoires x, y se pro- 
duisant dans » épreuves indépendantes. 

Nous admettons que y satisfait à la loi de Gauss et que x 
possède les quatre premiers moments égaux aux moments corres- 
pondants de y. enfin qu'il existe (|x|) pour un 4 > 0. 

Il en résulte que la différence entre F,„(6) et F,(Ẹ) d’après 
les notations du théorème précédent) tend uniformément vers zéro. 


Institut de statistique de l'École Centrale Agronomique. 


Sur la structure de l’ensemble des solutions cycliques 
d'un systeme d'ćquations diffórentielles 


par 


W. S. Urbański 


Pionki. 


Soit donné un système d'équations différentielles 


(1) ss FE = dt 


où 

Zum Ń,(1,, nu, £) 
sont des fonctions analytiques, réelles, uniformes remplissant la 
condition 


Ho 0 
im] 

Les variables x,,x,....,x, soient envisagées comme des Coor- 
données cartesiennes dans un hyper-espace à n dimensions; le para- 
mètre t peut être appelé le temps. 

Les solutions des équations (1) jouissent alors, comme on le 
sait, des propriétés suivantes: 

A) Unicité: par un point initial 24, 3, x, il passe une solution 
unique x(t), æa(t),..., æ,(#). 

B) Les solutions dépendent d'une manière continue des valeurs 
initiales; on peut exprimer cela comme il suit: soient x,(ż) et £;(t) 
(i = 1,2,...,n) deux solutions passant par z? et Z? pour t= 0; 
e et z étant deux nombres positifs, il existe un 7 >0 tel que la 
condition x? — 27 < 7 entraîne les inégalités x(t) — £,(t)| < e 
pour OS iS <T. 

Envisageons une surface sans contact S. Pour simplifier les 
raisonnements, cette surface soit une portion ouverte d'un hyper- 
plan à n — 1 dimensions; prenons les coordonnées de façon que 
x, = 0 représente léquation de la surface S. 
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Envisageons un point initial /, sur la surface 3 Par ce point il 
passe une trajectoire représentant la solution des équations (1). Il 
peut arriver que cette trajectoire retourne, apres un intervalle de 
temps 6 (F,), de nouveau à un point P, de cette surface. On appelle 
ce point P, le 1-er conséquent du point P,; Po s'appelle l’antécédent 
du point P P, peut avoir pour son l-er conséquent sur S un 
point P, qui s'appelle le 2-6me conséquent du point P: par ana- 
logie on obtient les conséquents d'ordres 3, 4... 

Lorsque la trajectoire issue du point P, revient à la surface S, 
un ensemble de trajectoires voisines le fait de même (a cause de la 
propriété B); seulement le temps du retour à la surface S varie 
de point à point, cette fonction O(P) étant d’ailleurs une fonction 
continue de la position du point pour un voisinage de H. 

Du fait que les fonctions X, sont analytiques résulte la pro- 
priété suivante sur laquelle est basé le théoreme à démontrer: 

C) Soient 2,%3,....%,_1 (c, == 0) les coordonnées du point 
initial Po et y, Y2,- Yn—ı les coordonnées de son point conséquent P. 
Alors, pour les coordonnées d'un point Q(Ë,,&:,...,Ë, 1) assez 
voisin du point P, et les coordonnées de son point conséquent 
Qili Ma... Ta Al on a la propriété fondamentale: 

Les différences Mı — Yı, M —Ys:,..., nı — YJ 1 sont des 
fonctions analytiques des différences  — x1, a Tą,..., n-i — 2, ;. 

Supposons que par un point P, passe une trajectoire cyclique 
telle que P, coïncide avec son l-er conséquent P. (On peut tou- 
jours prendre une portion de la surface H assez petite pour que 
les autres points conséquents ne s’y trouvent pas). 

Pour simplifier les formules prenons le commencement du 
système des coordonnées au point Pa, done 


T=l=...= 4, = 


Comme P, coïncide avec P,, on a aussi 


Yı = Y =... = Yn = O. 
On peut écrire pour les coordonnées 7%; #3... Nu-ı les formules 
(2) N: = Pili, Eu, Śn1) (i ==1, 2... n — 1) 


où les p, sont des fonctions analytiques des variables réelles £,, E Eu. 
Pour qu’un point @,(&,...,£6,) coïncide avec son l-er con- 
séquent Q,(7,-.-, Ge A il faut et il suffit que pour ce point 


(3) EE (i = 1,2... n — 1). 
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Les 2(n — 1) équations (3) et (2) permettent de trouver les points 
en question. Elles conduisent aux n — 1 équations en E 


(4) 7 — A EA T) = 1, 2, 7 n — 1). 


Or il est facile d'établir la proposition suivante: Soit ol Św) 
une fonction réelle de variables réelles qui est analytique dans un 
voissinage V d'un point ŚJ,..., Św. 

Sous cette hypothèse un des deux cas suivants a lieu: 

L’équation 

gl(51;-- 9 En) = 0 
est remplie par tous les points de V; ou bien l’ensemble des solu- 
tions de cette équation qui sont situées dans V est de mesure nulle. 

En appliquant cette proposition aux équations (4) on a la 
conclusion suivante : 

Dans le voisinage d'un point cyclique quelconque P, qui 
coïncide avec son 1-er conséquent ou bien 
F, í les points cycliques du même genre remplissent un voisi- 


nage de Pó»; 
ou bien 
F ces points forment un ensemble de mesure nulle. (En outre 
z cet ensemble est alors nulle part dense). 


Le temps du retour à la surface S, O(P), qui représente la 
période pour les points cycliques de la catégorie envisagée (se 
fermant au l-er retour), est une fonction continue de la position 
du point; on peut la représenter, comme 6(P,) +-t, t étant une 
fonction continue du point; t = 0 pour le point 7%. 

Toutes les considérations précédentes subsisteront, lorsqu'on 
examinera le 2-ème, 3-&me,... retour du point P, Les points de 
son voisinage engendrent les 2-èmes, 3-6mes,... conséquents. auquels 
on pourra appliquer les mêmes raisonnements qu'auparavant. 

Il peut arriver que pour un point Q, de ce voisinage le 
premier conséquent (), ne coïncide pas avec Q,, mais le deuxième 
(ou troisieme,...) conséquent Q,(Q,,...) réalise cette coïncidence. 

Dans ce cas la période peut être représentée, comme 26(P,)+ 7 
(ou 36(P,) + 7,...), où z est une fonction continue s'annulant au 
point Pó. 

Au moins un des cas F, et F, cosidérés plus haut pour 
le premier retour se présentera forcément pour le 2-eme, 3-dme,... 
retour. 
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Formulons les propriétés des points consóquents d'ordre quel- 
conque p qui se trouvent dans le voisinage du point cyclique P, 
coïncidant avec son 1-er consćquent: 


Lorsque pour le p-eme retour du point choisi P, les équa- 
tions (4) sont satisfaites identiquement. tous les points d’un 
voisinage de ce point P, ferment leurs cycles. (La même 
| chose arrivera pour le 2p-ème, 3p-ème,... retour). 


Ki 


, <A le cas contraire, l’ensemble des points cycliques de 
* | cette catégorie est de mesure nulle. 


Lorsque le dernier cas a lieu pour tout nombre p, la somme 
de tous les ensembles des points cycliques correspondant aux 
valeurs p= 1,2,3,... est de mesure nulle. Le point P, est done 
un point de densité nulle relativement a l’ensemble formé par 
toutes les trajectoires cycliques. 

En vertu des considérations ci-dessus, on peut maintenant 
formuler la proposition suivante 


Lemme. Sous les hypothèses énoncées au commencement du 
travail, l’ensemble des points cycliques situés sur une surface sans 
contact se laisse décomposer en une somme de deux sous-ensembles 
dont l’un est ouvert ') et l’autre est de mesure nulle. 

Comme une conséquence immédiate on peut énoncer la même 
propriété des trajectoires cycliques sous la forme du theoróme suivant: 


Théorème. Sous les hypothèses énoncées au commencement 
du travail, les intégrales cycliques peuvent être partagées en deux 
catégories de la façon suivante: les trajectoires de la 1-8re catégorie 
forment un ensemble ouvert, celles de la 2-ème catégorie forment 
un ensemble de mesure nulle (dans la variété à n dimensions). 

Il est donc impossible que l’ensemble de tous les points cy- 
cliques ait une densité non nulle en un de ses points frontières. 


Conséquence 1. Lorsque dans tout voisinage d’une trajectoire 
cyclique il y a au moins une trajectoire non fermée, presque tout 
le voisinage de cette trajectoire cyclique se compose de trajectoires 
non fermées. 

En effet, la catégorie 1-ère du théorème est exclue dans ce 
voisinage. 


1) relativement à cette surface sans contact. 
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En ce qui concerne la structure des ensembles de la 1-ere 
catégorie, ils ont le caractère suivant. Des considérations précédentes 
il s’ensuit facilement que dans le voisinage du point P, à période 6(P5) 
les points cycliques peuvent avoir pour périodes exclusivement 
les valeurs : 


OI fal +4; QOP) + To; (PS) + Fons: PHP) F Tp, 


où p est un nombre fixe et les o, ges... sont les diviseurs de p; 
les z sont des fonctions continues et qui s’annulent au point P}. 

On voit aussi facilement de ce qui précède que les ensembles 
des points qui ferment leurs cycles au temps kó(F,) + 7,, où k < p, 
sont de mesure nulle, seulement l’ensemble des points à période 
p0(P,) + r, a une mesure positive: il épuise donc le voisinage de P, 
presque tout entier. 

Pour l'existence d'un domaine de points cycliques (cas #,) il 
faut done qu'il y ait un nombre p== ordre de conséquence relati- 
vement à une surface sans contact, pour lequel certaines équations 
deviennent identités dans ce domaine. 

Nous obtenons ainsi la suivante 


Conséquence 2. Lorsque dans chaque voisinage d’une trajec- 
toire cyclique il y a des trajectoires à périodes allant à co 
(8-+ z, kÂ t, k0 -+ T,...; kiska.. > + 00) ces trajectoires 
cycliques forment un ensemble de mesure nulle. 

En effet, les cas F}, pour les conséquents de tous les ordres, 
sont les seuls possibles. 


Généralisation 1. On peut concevoir une variété métrique, 
où les équations (1) jouissent des propriétés A, B,C, et des formules 
analogues à (2) sont applicables aux solutions. Le théorème reste 
valable. 


Grónóralisation 2. Le théorème démontré s'appuie sur l’hypo- 
thèse que les fonctions y; sont analytiques. Or il peut arriver que 
les fonctions y, soient analytiques sans que les fonctions X, figurant 
dans les équations (1) le soient. Nos résultats subsisteront évidemment 
aussi dans ce cas. 

P. e. le mouvement d’un point (masse = 1) soumis à la 
force: f=—ax pour x >O, f==—bz pour z>0, a,b>0, a+#b, 

dx 


représenté par les équations E === —— = dł, se passe tout A fait 
Siem JARS 
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régulièrement et jouit des propriétés considérées dans le travail, 
quoique la fonction f ne soit pas analytique sur le plan z =0. 


Application à la mécanique. Nos résultats peuvent trouver 
quelque application dans la mécanique, p. e. dans le problème des 
trois corps. L’existence des solutions cycliques est établie dans ce 
problème '). Mais il y a aussi des „solutions asymptotiques“, c'est-à- 
-dire s'approchant, pour le temps croissant à l'infini (t —> + oo, 
ou {—>— oo), des autres 3). On aperçoit immédiatement, lorsque 
cela a liea pour une trajectoire cyclique, que les conditions de 
l'application de la „Conséquence 1“ sont réalisées. Par conséquent, 
les solutions cycliques y forment un ensemble de mesure nulle. 


Je tiens à remercier M. T. Ważewski pour les bons et 
bienveillants conseils qu'il a bieu voulu me donner. 


1) Poincaré, Acta Math. 13, p. 122; Méthodes Nouv. Móc. Cél. I, 117; 
pour le cas des systèmes mécaniques à 2 degrés de liberté, voir aussi G. D. Birkhoff 
„Dynamical Systems“ p. 233. 

3) Poincaré, Acta Math. 13, p. 26, 225; Móth. Nouv. I ch. VII, III ch. 
XXXIII. 

Birkhoff Le: Whittaker „Treatise on the Analytical Dynamica* p. 389. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. A 


Sur les intégrales stables non périodiques ') des 
systèmes d'ćquations différentielles 


par 


T. Wazewski 


Kraków. 


Dans une note insérée au présent volume ?) M. Urbański 
conclut de l'existence d'une intégrale qui est partout dense sur une 
variété ouverte a Vexistence d'une famille non dénombrable (plus 
précisément de la puissance du continu) d'intégrales du même genre. 

Sans conserver cette hypothèse, nous obtiendrons un résultat 
analogue en adoptant une hypothèse essentiellement 8) plus générale, 
a savoir que l'intégrale envisagée est stable, non périodique et que 
tous ses points d’accumulation sont réguliers (c.-à-d. verifient (3) 
v. plus bas). Nous procédons par la méthode de M. Urbański conve- 
nablement modifiée. Notre généralisation réussit grâce à l'observation, 
fondamentale pour nos raisonnements, que les points limites d’une 
intégrale stable non périodique qui sont situés sur une surface sans 
contact renferment un ensemble parfait donc non dénombrable (de 
la puissance du continu) Grâce aux résultats bien généraux de 
M. Kamke nous pouvons remplacer l'hypothèse que les équations 
envisagées sont de classe C! par une hypothèse plus générale. 


Théorème. Considérons un système d'équations 


dy 
(1) qi TSi Yah CEN 


dont les deuxièmes membres ne dépendent pas de £ et sont continus 


1) Nous entendons par intégrale stable non périodique du système (1) 
(v. plus bas) toute intégrale non périodique y; = y;(t), (— œ < t < + œ) jouissant 
de la propriété suivante: Si notre intégrale passe par um point yy,,,,, y% il exiate 
une suite f,,£,,... telle que t, > -|-o et yilt) > Yis W=I...n). 

2) Note sur les systèmes quasi-ergodiques, v. ce volume p. 20 8. s. 

3) Pour la justification ef. l'exemple signalé dans la note de M. Denjoy: 
Sur les caractéristiques A la surface da tore (C. R. Paris T. 194, p. 830, année 1932). 
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dans un ensemble ouvert (2. Supposons que par tout point de A 
il passe une intégrale (c.-à-d. caractéristique) unique de ce système. 
Supposons qu'une intógrale 7 


(2) y= Pit), (— oo <t<-+-oo, i—1,...,) 


de ce système soit stable non périodique et que l'ensemble I (composé 
des points de I et de ses points d’accumulation) soit borné et contenu 
dans Q. Supposons enfin que l’on ait en tout point de 7 l'inégalité 


(3) DE 0, (sur I). 


in 


Sous cette hypothèse la famille F des intégrales stables non 
périodiques, contenues dans I et partout denses relativement à I est 
non dénombrable (plus précisément de la puissance du continu). L'en- 
semble H des points situés sur de telles intégrales est de la seconde 
catégorie de Baire (et à la fois un ensemble @,) relativement à T. 
L'ensemble I— H est de la première catégorie de Baire relativement à 1. 


Demonstration. I. Choisissons, sur l'intégrale /, un point 
P=(fy,...,yx). Soit T la tangente à I au point P et désignons 
par z l'hyperplan à a — 1 dimensions passant par P et perpendi- 
culaire à 7. Choisissons enfin sur x un voisinage sphérique ouvert S 
centré en D de façon que S soit une surface sans contact. 

On pourra facilement établir les propriétés suivantes des 
intégrales de notre système *): 

II. L’ensemble I. S est dense en lui -même car l'intégrale / 
est stable et non périodique. L'ensemble I: 5 est, par consequent, 
parfait. 

III. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une intégrale J 
appartienne à la famille F consiste en ce qu’il existe une suite de 
points appartenant à /-.J et tendant vers un point de I. Pour toute 
intégrale J de cette sorte on a I. 8 =J. S. 


*) La démonstration peut être déduite des propositions suivantes insérées 
dans le livre de M. Kamke (Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930): 
Hilfssatz 1,2, 3,4 (pages 204—209) et Satz 3 (p. 213) sans la propriété y figurant 
sous b. Ces propositions y sont dómontróes pour le cas de deux équations mais 
elles ae généralisent facilement an cas de m équations. On s’en convaicra en 
observant que les démonstrations de ces propositions peuvent être remaniées de 
façon à éviter l'usage des polygones. 
4% 
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IV. Toute intégrale passant par un point de I est entièrement 
contenue dans Z. 
Considérons maintenant une suite de voisinages spheriques 


ouverts G, 
Ga CG, CS GEIER 
centrós au point P et de rayons tendant vers zóro. Dósignons par 
K, 


la zone d'émission ') de l’ensemble G,- I. 

Les ensembles X, sont ouverts et partout denses) relati- 
vement à 1 *). 

Les ensembles 8, = K,:S:1 sont aussi ouverts et partout 
denses relativement à S- I *). 

Il résulte de là que les ensembles C,=SI— B, sont 
fermés et non denses relativement à SI. L'ensemble C= XC, est 
donc de première catégorie relativement à SI. Mais l’ensemble SI 
est parfait; il est par conséquent de seconde catégorie par rapport 
a lui même et possède la puissance du continu. L’ensemble 


vil 


possede, par suite, la puissance du continu et est de seconde catćgorie 
relativement à SI. 


En vertu des alinéas III et IV ona H= II K,; l'ensemble H 
pl! 


qui constitue évidemment la zone d'émission de R est donc de 
seconde catégorie relativement à I*). (Il est clair que K est un 
ensemble G,). L'ensemble I — H présente la somme des ensembles 
fermés I— K, non denses relativement à 7 il est donc de première 
catégorie relativement à 7. 

Or chaque point de À appartient à une intégrale de la famille F 
et inversement chaque intégrale de cette famille coupe À suivant 
un ensemble dénombrable de points. Æ possédant la puissance du 
continu il s’ensuit que la famille F possède aussi la puissance du 
continu. 


1) c.-à-d. l’ensemble des points sitads sur les intégrales rencontrant l'en- 


semble Gy. I. 
3) 7 est partout dense relativement à I et l'on a IC Ky. 


Sur une suite de fonctions liée aux ensembles 
plans fermés 
par 
F. Leja 


Warszawa. 


1. Soit Æ un ensemble fermé et borné de points du plan, 
n un nombre naturel fixe et 


(1) Lo; SEH Gi 


n + 1 points quelconques de l’ensemble E différents entre eux. 
Formons la matrice à n +1 lignes et #7 + 1 colonnes que voici 


1 2— fy z ba 


au Go — Gr 
2— Vo 1 2— bn 
(2) PTO" Eli 
= W ami 1 
Cn — Lo” A ' 


dont chaque terme diagonal est égal à 1 et le terme de la j-ième 


— - 


ligne et la k-ibme colonne est égal à d t sij+k, z étant une 


bi La 


variable complexe. 

Désignons par Lis 6), où Ẹ représente l’ensemble des points (1), 
le produit de tous les termes de la j-ième ligne de la matrice (2) 
et par CY (z, 6) = OP (3, Eo, £y,..., Én) le produit de tous les termes 
de la j-ième colonne. On a done pour j = 0, 1,..., n: 


(3) pk De ee 
(z — oy 
ts=Ble" BDB 


(4) Cie ©) z G= t) 3 
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Le plus grand des modules 
ILP (z, 0h JLP (2 Ely [LP (2, 6), 


où z est quelconque mais fixe, varie avec les points (1) parcourant 
l'ensemble Æ et atteint dans Æ un minimum qui sera désigné 
comme il suit 


(5) L„(2) == ra {max | LY (2, EA, 
( U) 

Paraillement posons 

6 C, == mi ax CO | s 

(6) (2) ma Wa |CH(z, 6)|) 


Faisons maintenant varier n dans les formules (5) et (6). On 
obtient deux suites des fonctions nonnégatives {L,(2)} et 4C,(2)) 
définies dans le plan entier et liées intimement à l’ensemble donné £. 
J'ai démontré ailleurs !) que, si le diamètre transfini de l’ensemble £ 
est positif (ce qui a lieu toujours lorsque Æ contient un continu 
queleonque), la suite 


VL, (2), n=l,2,..., 


tend dans le plan entier vers une fonctinn limite, le logarithme de 
cette fonction étant égal à la fonction de Green d’un domaine infini 
extérieur à l’ensemble Æ. 

Le but de ce travail est de démontrer que la suite 


(7) Ge elite: Dale E 


jouit d’une propriété analogue à celle de la suite {Z,(z)}. 
2. J'aurai à m'appuyer dans ce qui suivra sur le lemme suivant: 


Lemme 1. Les fonctions (7) satisfont, quel que soit z, aux 
inégalités que voici: 


(8) Chu) 2 C,(2)- GG), où net k=1,2,... 
Démonstration. Soit z un point quelconque mais fixe du plan et 

(9) Lo, KCS RT Typ ych CZĘ 

n-|-k+-1 points de l’ensemble Æ pour lesquels on ait 


(10) Oyıl2) = Se ICH, (a, zl, où (x es Sex Zis... Zata) 


1) Ce journal t. 12, 1934, p. 57--71. 
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d'indice j parcourant les nombres 0, 1,..., n- k. Choisissons k points 
quelconques de la suite (9), soit x,, z, z, et désignons par 


Va. ©) sell (AEN ge z | 


ETES pe 


le produit de tous les distances mutuelles entre ces points !). Formons 
ensuite l’expression 


(11) |(z — z;,) (z — z,)...(2 — z, )|* 


et cherchons le minimum de cette expression lorsque, z et k étant 
fixes, les points x,, %,,...,%,, parcourent la suite (9). Eu changeant 
convenablement les indices des points (9) on peut toujours supposer 
que ce minimum soit égal à 


(12) Lë Zn) (2 — Zna)... (Z — Tage) |* 

Vas: u... Ta) 
L'expression (11) est donc au moins égale à l'expression (12) quels 
que soient les indices ji, ją,..., Ją zn -+ k. En particulier, on a, 
quel que soit i = 0, 1,...,n et I=n+-1,...,n-|-k, l'inégalité 


ae HS, p...5 I) 4 


V(z,, Langres Lits Tapie.) Zeil 
d'où résulte l'inégalité suivante: 
m7. TE 
|2—z,| > 
It, KA aere, (£i — 2,4) (£; -- Liga)... (2, — EA 
> |z KZ el 
5 |(2,— np) (Li — ZA) (Zi — Liga) ee (Li — Metall 
1 


———— on 
|£, — z, Lë, — zl 


En la multipliant membre à membre par 
obtient l'inégalité que voici 


a ee | e 
(ar). (a) "` (er Zär ur) (Ir ar Lips) (Tr Tata) 


qui peut être écrite, d’après la notation (4), comme il suit 


(18) |C} (2z, Tis Zeta: e? Gaul = | CE (z, Lis Zen: E44) | : 


1) Si k=], posons V(æ&,) = 1. 
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Cette inégalité a lieu quel que soit i = 0, 1,.,» et I=n--1,.., 
sn M kk 

Cela posé, considérons les n + 1 points Ze, 4,,..., x, de 
la suite (9) et supposons que l'indice ps n soit tel qu’on ait 
VER, ege lk A | CZ? (2, Los aen a)l. 

D'aprós (6) on aura 
(14) ICS 2,51, 23)| GE CJE) 
et d’après (10) on a 

C„+a(2) = CA (2, Los in, en nx) 

d’où, en tenant compte de l'identité 
Ci, (z, Lo; Tı az na) SS GCaits To; 4 poses La) E C+? (z, Toy datiieeen Zn); 


on obtient en vertu de (13) et (14) l'inégalité (8). Le lemme est 
donc démontré. 


Lemme 2. Les polynômes (4) satisfont, quel que soit z et 
D = {Los dr... 6), 4 l'équation 


(15) CO(z, E) + OÙ (z, E) +... Gite, t) = 1. 


Démonstration. Etant donné » + 1 points différents quelcon- 
ques Čo, £;,..., Gz, formons le déterminant de Vandermonde 


V(Lo: Ci, bn) = |57; J „MH 6,1 / c —0, 


gi hen 
D'apres les propriétés connues de déterminants on a, quel que 
soit z, lidentitó 


V (bo, Syst bn) = I(& — 2)”, Yan F, di 1) 


d'où l'on obtient, en developpant le dernier déterminant par rapport 
aux termes de la prémière colonne, 


Vi 6) — (Lo = z)” À VL, Biwer) 6) RZ (5 SĘ” z)". V(&, ARE Cn) +... 
+ 1) (6, — 2)”: P(60;---, Ga). 
De cette équation résulte l'équation (15) car on a, quel que 


soit j =0,1,..., n, 


Di nen) — 1) 
Vlo, G Terz Én) (,— Li: .. (,— Al (6, — +) 1 46 (by — 6) 
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3. Formons maintenant la suite suivante 
(16) VC, (2), où  ns==],2,... 
Je vais démontrer ce que voici: 


Théorème. Si le diamètre transfini de l’ensemble E est positif 
la suite (16) tend dans le plan entier vers une Jonction limite 
(partout finie). 


VTE — y(2). 


Démonstration. Je dis d'abord que les termes de la suite (16) 
sont positifs quel que soit z et n. En effet, soit zo, Pi Za une 
suite de n + 1 points de l’ensemble Æ pour lesquels on ait 


C;(e) = max |C (z, z) où z==ftq,2,,..., z,). 
D'après le lemme 2 on a l'inégalité 
Ota dl CP(e, 2) ++ CP(aa)| 5 (+1) + max | CP, aj, 
d’où il résulte que 
(17) GIE 


SET 

Je dis maintenant que la suite (16) est uniformément bornée 
dans chaque domaine borné du plan. En effet, considérons les 
points (1) de l’ensemble Æ et désignons par 4,(z,6) le polynôme 
suivant 


Ais, 6) = (z — 5)... (z — br) (2 — Et) Le En) J=0,1,...,n 


Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans l’ensemble £ le 


plus petit des modules |4,(& EI, ‚Aldi, EI, |Anl&n, EI, où m 
est fixe, reste borné et atteint dans E un maximum qui sera désigné 
par 4,. On a done 


4, = max {min |4,(5,, &)|}. 
(6) (1 


Or, la suite {|/4,} est convergente !) et on a 
lim YA, = d(E), 


où d(E) désigne le diamètre transfini de l’ensemble E 


1) Ce journal t. 12, 1934, p. 29—34. 
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Soient Yo, Hi... Yn, 8 + 1 points de Æ tels pour lesquels on ait 
4, = min |4,(y, y)|, 


où y désigne la suite {y,,%1,..., Yny- D'autre part, soit D un do- 
maine borné quelconque du plan. Désignons par R le diamètre 
(proprement dit) de l’ensemble D + E donc, d’après les formules (4) 
et (6), on aura quel que soit z dans D 


(2— y) | _ #* 
C, (2) S y S- 
| DE We, vil ŻA 
et par suite 
(18) os. 

VA. 


Il sensuit que la suite (16) est uniformóment bornóe dans le do- 


maine D car la limite de la suite {}/À,} est, d'après l'hypothèse, positive. 
Notre thóoreme est une consóquence immódiate des inógalitćs (8), 
(17), (18) et de la proposition suivante démontrée antérieurement !): 
Si les termes d'une suite &,,@,...,4,,... sont positifs et 
satisfont aux inégalités 


AZ Ger Q%, pour n et k SP2 


la suite {a,} tend vers une limite (finie ou infinie). 

Observons que la fonction limite y(z) de la suite (16) satisfait 
dans le plan entier à l'inégalité y(2) > |, ce qui résulte de l'iné- 
galité (17). De la même propriété jouit la fonction limite de la 


suite {VZ,(2)). Il se pose la question de savoir si ces deux fonctions 
sont identiques 9). 


1) Ce journal t. 12, 1934, p. 63. 
3) Voir aussi: Bulletin de l’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Serie A, 
1933, p. 281—289. 


Les systèmes linéaires d'équations aux dérivées 
partielles. 
Etude spéciale du cas de deux équations à une inconnue 


par 


Maurice Janet 
Caen. 


J'étudie surtout, dans le present mémoire, les systèmes de deux 
équations linéaires aux dérivées partielles, à une fonction inconnue 
de x variables indépendantes; je caractérise ceux dont la solution 
dépend de fonctions arbitraires de n— 1 variables, et, parmi les 
autres, ceux pour lesquels les conditions de compatibilité peuvent 
s'exprimer par une seule relation. J'ai été naturellement amené 
à encadrer cette étude dans une autre, d'ordre plus général, et j'ai 
précisé à cette occasion des notions et des résultats qui me semblent 
fondamentaux et qui ne semblent pas avoir fait jusqu'ici l’objet 
d'aucun exposé. D'autre part, l'origine de cette étude étant dans un 
résultat d'ordre particulier indiqué par M. Hadamard au Congrès 
de Zurich (1932), j'ai indiqué une généralisation naturelle de ce 
résultat (relatif aux équations linéaires à premier membre décom- 
posable). 

Certains des faits exposés ont été brièvement indiqués dans 
une Note des Comptes-Rendus 1). Je rappelle ici, comme dans cette 
Note, qu'une démonstration du résultat de M. Hadamard, ainsi 
qu'une généralisation (moins complète, il est vrai, que celle qu'on 
trouvera ici) avait été donnée autérieurement par M. G. Cerf3); 
la méthode de M. G. Cerf, qui se rattache A ses beaux travaux 
sur les équations aux dérivées partielles, est essentiellement limitée 
au cas de deux variables indépendantes. 


1) C. R. Ac. Sc. t. 198 p. 1565. 30 avril 1934. 
3) C. R. Ac. Sc. t. 197 p. 892 28 oct. 1933. 
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J'utilise A plusieurs reprises un important rósultat de Riquier 
relatif à Vinvariance !) du „degré de généralité“ entendu convenable- 
ment: nombre maximum 4 des arguments des fonctions arbitraires, 
nombre u des fonctions arbitraires de À arguments. 

Je me suis attaché à donner des exemples typiques des divers 
cas que j'envisage, et j'ai cru utile de traiter l’un d'eux en detail. 

Chemin faisant, jai trouvé des résultats, qui figurent en quelque 
sorte à titre d'auxiliaires dans ce mémoire, mais qui me semblent 
avoir quelque intérét par eux mêmes (théorème du n° 5, sur la 
forme caractéristique relative à une condition de compatibilité; théorème 
du n° 3 sur les diverses relations de compatibilité relatives à un même 
système). 

Je ne répétérai pas que je me bornerai, dans tout ce qui suit, 
aux équations aux dérivées partielles linéaires, et que toutes les 
fonctions qui interviendront seront supposées analytiques. 

1. Donnons-nous autant d'équations que de fonctions inconnues, 
et écrivons, à la manière habituelle, dans les premiers membres les 
termes contenant les inconnues et leurs dérivées, dans les deuxièmes 
membres les termes connus : 


(1) N oe = f. 
k,a 

u® où k=1,2,..., N désigne les N fonctions inconnues, ay, Q,..., ©, 
affectés comme indices inférieurs à une fonction u indiquent des 
dérivations effectuées par rapport A £i; Z:,..., Za, respectivement 
Qi, Qą,..., @, fois; s prend les valeurs 1, 2,..., N; les a et f sont 
des fonctions données des n variables indépendantes £,, X5,..., Za- 
Désignons par 4,(u) le premier membre de l'équation précédente; 
nous supposons que À, n’est pas identiquement nulle, c'est à dire 
que les a ne sont pas tous identiquement nuls; nous désignerons 
plus loin par A$(u*) la partie de l'expression 4,(u) relative à la 
fonction u®, 

Il n'existe pas en général d'expressions différentielles linéaires D, 
(non toutes nulles) telles que l'on ait 


1) Voir Riquier. Les systèmes d'équations aux dérivées partielles (G. V. 1910) 
p. 678. 
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(c'est à dire telles que l'on ait = D,[4,(u) = 0] quelles que soient 


les fonctions ul”) u”... vim Anere dit le systóme (1) est com- 
patible quelles que soient les /. Nous dirons dans ce cas que les 
expressions À; 4,... Ay sont indépendantes '). On sait d’ailleurs que 
si le système (1) est susceptible d’être mis (au besoin par un chan- 
gement de variables indépendantes) sous la forme de Cauch y- 
Kowalevsky, non seulement il y a compatibilité quelles que 
soient les /, mais la solution dépend même de fonctions arbitraires 
de n — 1 variables. 

Les À, étant toujours supposées indépendantes, il peut fort bien 
arriver que la solution de (1) soit entièrement déterminée, puisque 
le système (1) peut se réduire à un système d'équations ordinaires 
ne contenant aucune dérivée de fonction inconnue, mais ce cas 
évident n’est pas le seul où la solution soit entièrement déterminée: 
c'est ce que montrent des exemples tels que le suivant 


| Ha + y — r =f 
| Me F- U + Va =g 


dont la seule solution est 


| u = fa — gy + 9 
| v = — fy — f+ 9a: 


Il serait intéressant de donner des critères simples du degré 
de généralité de la solution du système (1) dans tous les cas où les A, 
sont indépendantes. J'ai abordé précédemment cette étude et exa- 
miné en particulier le premier cas qui se prósente naturellement 
après celui de Cauchy-Kowalevsky?); la solution dépend encore 
de fonctions arbitraires de # — 1 variables. 

Il me semble très vraisemblable que, le cas de détermination 
complète sur lesquels on vient d'appeler l'attention étant mis à part, 
on peut affirmer que la solution dépend toujours de foncticns arbi- 
traires de n — 1 variables. 

Autrement dit caractórisons le degré de généralité de la solu- 
tion par le nombre maximum À des arguments des fonctions arbi- 


1) Cf. ma Note aux C. R. Acad. Sc. t. 172 p. 1637, 27 juin 1921. 

2) J. de Math. pures et appl. (9° série VIII 1929 p. 339). J'avaia traité 
complètement le cas de trois équations du premier ordre à trois inconnues dans 
la Note aax C. R. que je viens de rappeler. 
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traires en nombre fini dont elle dépend, et par le nombre u de ces 
fonctions arbitraires de À arguments (nombres qui ont une signifi- 
cation intrinsèque, c’est à dire indépendante de celle des formes 
„complètement intégrables ordinaires“ !) sous laquelle on met le 
système pour avoir à son sujet un théorème précis): 

Si les A, sont indépendantes, À ne peut être inférieur à n —1 
que si, à la fois, Aà = Q et u = 0. (théorème 7). 

Nous verrons plus loin (n° 9) un mode de démonstration de 
ce théorème dans le cas où tous les a sont des constantes. 

2. Supposons maintenant que, dans les équations données, on 
envisage peut-être plus d'inconnues qu’il ny a d'équations. On pourra 
récrire le système (1) où s prend encore les valeurs 1,2,... N, mais 
où k prend les valeurs 1,2,...N, N+-1,..., N+p avec p > 0. 
Supposons, comme précédemment, qu'il n'existe pas d'expressions 
différentielles linéaires /), (non toutes nulles) telles que Ton ait 


saN 
(c'est à dire telles que lon ait © D,A,(u)==0 quelles que soient 
s=] 


les fonctions u u”... u N+?)), Nous dirons encore que les expressions A, 
sont indépendantes. Le système d'équations données aux inconnues % 
est compatible quelles que soient les f. Les f étant données, p des fonc- 
tions u, et pas plus de p, pourront être prises arbitrairement. Autre- 
ment dit pour le système aux (N+ p)-+ N fonctions inconnues 
uW... ut, fi... fm, les nombres caractéristisant le degré de géné- 
ralité de la solution sont A =n u= N 4 p; ce fait s'aperçoit 
immédiatement puisque dans un tel système on peut choisir arbi- 
trairement tous les u, soit N+ p fonctions de n arguments, et que, 
alors, les f sont entièrement déterminées. 

Il convient d’ajouter que les p fonctions # que Von peut choisir 
arbitrairement ne sont pas toujours p quelconques des N-|--p fonctions u. 
C'est ainsi qu'en supposant N = p= 1 et tous les coefficients de A® 
identiquement nuls, on ne pourra évidemment pas se donner arbi- 
trairement u"). Grace a un changement éventuel de numérotage des 
fonctions u, on a le droit de supposer que lon peut choisir arbi- 
trairement TTT, u+... uta: en faisant passer dans les deuxièmes 


1) Riquier. Systèmes d'equationa aux dérivées partielles p. 578. 
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membres les termes qui leur sont relatifs, on trouve dans les 
prémiers mómbres N expressions differentielles indépendantes, aux N 
inconnues ul" a)... um, 

3. Considérons maintenant (avec des notations analogues) un 
système de N équations à N-} p inconnues (p soit égal à zéro 
comme dans 1, soit supérieur ou égal à zéro comme l’est p dans 2) 
dont les premiers membres ne sont pas indépendants. 

Supposons que les premiers membres de N — 1 d’entre elles, 
par exemple A; A... Anı, Soient indépendants. 

Il existe donc quelque relation 

s=N 


20 472%) 
1 


mais il n’en existe pas d'analogue où Dy soit nulle. 
Autrement dit, il existe N expressions différentielles D, D,... Dy, 


telles que 
Ze AN s=N s=N 
Kéi AD — 0 2 D, AD — 0 … Sie AN+P) O 
$=] s=1 sel 


mais il existe pas de système d'expressions D satisfaisant aux 
mêmes relations et tel de plus que Dy soit nulle. Nous avons le 
droit de supposer (voir fin du n° 2) que les portions de A, 4... Án 
relations à u Mu... uN sont indépendantes. 

Cela posé, imaginons qu'il existe entre AÑ AP... 4@ une 
relation différentielle vraie pour toutes les valeurs À = 1, 2,..., N—1 


saN SaN saN 
VAAm-—0 4490. SA. 
= 2 Sm] 


Je dis que cette relation est également vraie pour les valeurs 


s=N 
A=N, N+1,..., N+p c'est à dire que l’on a aussi Z 4, AH ==() 


Sul 
pour u = N, N+-...., N+p et que suite on aura aussi 


saN 


ZEN Asz 


s=) 


Considérons le systeme donné (1) comme relatif aux NIp+ N 


s=N 
inconnues u, f et supposons que lon ait par exemple Z 4, AN Æ 0. 
s=] 
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En admettant que /,, fą,:.:, /n-ı aient été choisies, la fonction fy 
s=N 

ne peut être prise arbitrairement puisqu'elle doit satisfaire à © D,f,=0 
EA 


où Dy est différent de zéro. En admettant maintenant que les f, 
ainsi que éventuellement u+»... vi" aient été choisies, la fonc- 
tion # ne peut pas être choisie arbitrairement puisqu'une certaine 
combinaison des équations données fait connaître 


1=N 


e A 4, AM (un) 


Sm] 


s=N 
où Z 4, AM est different de zéro. Enfin les f et u, viii, ut 
Ze 


étant supposóes choisies, aucune des fonctions restantes u” u”.., vii) 
ne peut être choissie arbitrairement puisqu'elle satisfont en particulier 
à un système de N— 1 équations indépendantes (voir la démon- 
stration du n° 2; cas de p—0). Au total la solution du système (1), 
considéré comme relatif aux N-|-p--N fonctions inconnues u, f 
dépendrait fout au plus de 


N—1+p 


fonctions arbitraires de n variables. Or on peut dans ce système 
choisir arbitrairement toutes les fonctions u soit NL np fonctions 
de n variables; les f s’en déduisent immédiatement. La contradiction 
trouvée démontre le fait annoncé. 
Exemple (relatif au cas le plus simple N = 2, p = 0). 
Soient X Y deux expressions différentielles linéaires telles que 


XY—YX=] 
X (u) = u, -+ a b, u Kam 
(par ER Y (u) =u, + ab, u où | bx M 


On aperçoit entre X, Y les relations distinctes 
| KY+1N5(X)—x:(7))=0 ` 
| Y*(X)—(YX—1)(Y) =0. 
Le théorème précédent appliqué au systeme 


X(u) + H(v) 
Y (u) + K(») 
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où H, K sont des expressions différentielles quelconques montre 
que si Pon a identiquement c'est à dire quelle que soit v 


(X Y+1) (H()] — X*[K(s)] = 0 
on aura aussi, quelle que soit », 
Y:[H(5)] — (YX — 1) [K(5)] = 0. 


Ainsi, bien que l’on ne puisse pas réduire à une seule (cf. n° 10) les 
conditions de compatibilité du système 


X(u) =f 
Y (u) =g 


ces conditions de compatibilité ont entre elles une parenté assez intime 
pour que si Pune d'elles est condition de compatibilité d'un autre système 


K(v) = g 


les autres le soient aussi. 

4. Attachons maintenant notre attention aux systèmes ,sur- 
abondants“ les plus simples, à savoir les systèmes de deux équations 
à une fonction inconnue; nous écrirons ces équations 


KN = 
y=” a KE Ua a. ay y 


ec Hie "el aa By, = 9: 
B 
Nous désignerons leurs premiers membres par A(u), B(u) et 
leurs ordres par p, q (p, 9221). 
Nous nous proposons d'abord de caractériser les cas où, pour 
le système sans second membres, le nombre À est égal à n— 1, 
autrement dit où la solution dépend d'arbitraires du „genre“ !) le 
plus grand possible. Ces cas devront comprendre ceux où A, B sont 
de la forme 4’(C), B'(C), A’, P, C étant des expressions différen- 
tielles dont la troisième est au moins d'ordre 1. 


1) Nous convenons de désigner pour abréger, dans le présent mémoire, par 
genre d'une fonction arbitraire le nombre des arguments de cette fonction. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. b 
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Considérons le système 
| A(u) = 0 
| B(u) =g 
où u et g désignent deux inconnues. Pour y satisfaire, on pourra 
choisir d'abord u satisfaisant à la première équation; la seconde 
donnera g. La solution dépend donc de fonctions arbitraires de n —1 
arguments, en nombre p. 

Si nous commencions par former les conditions C, auxquelles 
doit satisfaire g pour que le système des deux équations, où u est 
la seule inconnue, soit compatible, u s'obtiendrait en fonction de g 
avec le degré d'indótermination même de la solution du système 
sans seconds membres 

| 4(u) =0 
| B(u) = 0. 


Les cas qui nous intéressent sont donc ceuz où la solution 
générale de C, dépend d'arbitraires soit de genres seulement inférieurs 
à n — 1, soit de genre egal à n—1 mais en nombre inférieur à p. 

Supposons les variables choisies de manière que les multiplicités 
z,= 2 ne soient pas caractéristiques (au voisinage de A] 4...£)_, 29) 
pour A=0. Cette équation sera résoluble au voisinage de zz. Si sf 

P 


(ce dernier étant arbitraire au voisinage de #%) par rapport a EES) 


autrement dit est normale en x,. Il résulte d'un théorème que nous 
demontrerons plus loin (n° 5) que l'une au moins des conséquences 
de C, est normale en z, autrement dit l’une au moins de ces consé- 
quences JL, supposée d'ordre P, est résoluble (au voisinage du point 


indiqué) par rapport à >= Cela étant, nous montrerons que la 


condition cherchóe est que l’une au moins des conséquences de C, 
ne fasse intervenir que des dérivées de g dont l'ordre en x, soit 
inférieur à p. 

19) La condition est suffisante. S'il existe une conséquence de C, 
telle que l’ordre maximum en z, des dérivées de g qui y entrent 
soit ASS p — 1, on en déduit éventuellement, par dérivations par 
rapport à x,, d'autres relations, d'ordre maximum en x, h+ 1, 
h+2,..., P — 1; d'après cela, au total sur z,=zx,, h au plus des 

3g ag 


fonctions g, 320 Da seront des fonctivus arbitraires de n — 1 
l - Ta 
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variables, à savoir les h premières; les autres dépendront d'arbitraires 
P—) 
dE i 
compris, choisies sur x,—z,, l'équation 7, détermine entièrement, 
d’après le théorème classique de Cauchy, la fonction g de z, 2, ... TE 
Le nombre de fonctions arbitraires de » — 1 variables dont dépend g 
est donc au plus p — 1. 

2°) La condition est nécessaire. Mettons C, sous une forme 
„canonique complètement intégrable, z, étant la gie de cote la 


de genre inférieur A n — 1; une fois ces fonctions, jusqu’à 


plus élevée“ 1), Une des dérivées principales sera 


5 >. Soit k l’ordre 


minimum en z, des dérivées principales; il y aura des dérivées 
principales d'ordres (en z,) k-|-1. k-+2,... Les règles qui permettent 
de fixer „l’économie“ des conditions initiales montrent que la solution 
dópend de k fonctions arbitraires de » — 1 variables, à savoir les 
SE -ig 


valeurs de g, Sait Bak” 3 sur z, = zh (et peut-être d’arbitraires 


de genres inférieurs). Si done les fonctions arbitraires de x —1 
variables dont dépend la solution de C, sont en nombre au plus 
égal à p — 1 le nombre E est au plus égal à p — 1, et les valeurs 
=| 
de g, 52 J Bai Sei ne peuvent pas être prises toutes arbitrairement 
sur T,= zh; les conditions auxquelles elles doivent satisfaire s'ex- 
priment par au moins une équation aux dérivées partielles aux 
variables x,,2,,...,2,.. 
Revenons à un système quelconque de variables indépendantes. 
Nous venons de trouver que la condition nécessaire et suffisante 
pour que la solution du système A=0 B=0 dépende de fonctions 
arbitraires de n — 1 arguments est que sur une multiplicité non 
caractéristique M,.1, dépendant d'un paramètre, de Péquation A =Q, 
l'expression B et ses p— 1 premières dérivées suivant une direction 
non tangente à H. soient liés en vertu de A—O par quelque 
équation aux dérivées partielles à n — 1 variables indépendantes (cette 
équation dépendant bien entendu en général du paramètre dont 
dépend M, ,). La condition trouvée ne donne pas le même rôle 
aux expressions À, B. De là résulte la proposition de réeiprocité: 


1) Voir par exemple mes „Leçons sur les Systèmes d'équations aux dérivées 
partielles“ G. V. 1929 (professées A l'Université de Cracovie en 1926). 
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Si, sur une multiplicité /7,_, (dépendant d’un paramètre), 
non caractéristique pour À, expression d'ordre p, l'expression B et 
ses p— l premières dérivées suivant une direction non-tangente 
à M, sont liées, en vertu de A==0, par quelque équation aux 
dérivées partielles à n — 1 variables, on peut affirmer que récipro- 
quement, sur une multiplicité M, ; (dépendant d'un paramètre) non 
caractéristique pour B, expression d'ordre gq, l'expression A et ses 
q — 1 premières dérivées suivant une direction non tangente a M, 
sont liées, en vertu de B=0, par quelque équation aux dérivées 
partielles à n — 1 variables. 

Le cas que nous venons d'étudier comprend évidemment celui 
où À et B sont liées par quelque relation 


L(A) + M(B)— 0 


où M est d'ordre inférieur à p (et par suite L d'ordre inférieur à g), 
Ce dernier cas est bien connu: la théorie des systèmes d'équations 
aux dérivées partielles à deux variables indépendantes ,en invo- 
lution“ en fournit des exemples variés. En voici d'ailleurs de très 
simples 


0? 0 9 

= 32 zj Wir Z 
ci ð 9 

ES eg, DZE ag ed 

9? 9? © 9 
Sen, te Sec —- à CS a A 


Pour mieux illustrer l'énoncé général, nous traiterons en détail 
un exemple qui n’est pas de ce type !). 
Etude d'un exemple. 


Posons 
où, comme d'habitude, 
ou 
| A = Bu u Dau — Pi PA = 2— 
h 
| B= p, — 1, Pa ` u 
Z BESSER 


Nous désignerons la dérivée totale de 4, B par rapport à z, 
par A,, B,,... 


1) Il est d'ailleurs du type A’(C), B’(C), où C est d'ordre 1. 
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9B : 
Le caleul de Jr, conduit à former la combinaison B, — A, + 
ś 


+ x, A, que nous appellerons B™. On trouve 


BO = tz Bus — Ty Ls Bun F Pas + Pa — (7, + 1) pu 
ce qui peut d’ailleurs s'écrire plus simplement 
Lg B, + B + pis — Pa: 


Sur x, = 4, B et BO) peuvent être regardées comme des expressions 
différentielles à trois variables z,, x,, x, en u et p,; mais elles ne 
contiennent pas effectivement u; elles sont donc liées par une rela- 
tion au moins. On reconnaît d’ailleurs immédiatement qu'on peut 
déduire toutes les relations différentielles entre Pa, — 2, Du et Die — Pi 
de l’unique relation: 


9 d a ô 
Las (Pas — Par) — Reg (Ps — La Pu) = 0 


autrement dit 

d d 3 9 
(1) (= = 252) BB BAt 2A) (3, — 35, 8-0. 
En faisant dans cette équation A =0 (et par suite 4; = À, = 0) 
et x, =2,, on a la relation différentielle à trois variables entre B 
et B, dont il est question dans l'énoncé général. 

Pour obtenir un énoncé précis sur le degré d'indćtermination 
des solutions du système Au == f, Bu= g, dérivons une deuxième 
fois par rapport à x, l'expression B. En utilisant les équations déjà 
écrites, nous obtenons 


9 


dx, (B® — x, B— B) = Dua — Pau 


ce qui, grâce à l'expression de À. s'écrit 


Ay F (£r Pa, F Pala — A (ës Pas + Ph = 43 — A, + 2 H, + H 
en désignant pour abréger par H l’expression BY — x, B, — B, de 
sorte qu'en définitive nous obtenons l'identité 

| ð ə 


dO 2 a=” (B® 2, B, — B) — (4, —4,) =0 


10 
ou plus explicitement 
© e | 
©) (5, 9, —!)(B—2B,—B—4,+-2,4,) — (4;—4,) = 0. 


Pour que le systeme A(u) =/, B(u)=g soit compatible, il 
est évidemment nécessaire que les Met f, g satisfassent aux 
relations (1), (2) déduites de (1), (2) en y remplaçant A, B par f, g. 
Supposons qu’il en soit ainsi, où même simplement que (1) soit 
vérifiée pour x, == x, et (2), quels que soient les x. Alors pour 
toute fonction u des variables x,, x,, X, x, les expressions 


A=Au—f B=Bu—39g 


satisfont aux relations (1)” pour x, = 4%, (2)' quels que soient les x, 
en désignant par (1)” (2)” les relations déduites de (1), (2) en y rem- 
plaçant À, B par À, B. 

Donnons-nous arbitrairement sur x, = x la valeur de u fonc- 
tton de Ziy La, x, puis, toujours sur x, = zi, déterminons p, en 
nous donnant arbitrairement sa valeur sur lu multiplicité à une 
dimension x, = x, x, = x, et en utilisant les relations qui donnent 
sur x, = les valeurs de py — £s Par, Pas — Pu: 

u sera alors déterminé, grâce à ces données initiales, u, py, et 

à l'équation A(u) — f — D. 

Les relations auxquelles nous avons astreint p, expriment, 
si Fon tient compte de ce que Au — f est nulle quels que soient 
Li, Ty, Vy, La, que B et C sont nulles pour z, = x! (en appelant C 


, À ə ð 5 
l'expression (= — — La = > d 
Mais d’après (2), (3 — Ts 5 = C==0 quels que soient 


les x; donc C est nul quels que soit les x. 
/ 0 © : 
D'où résulte |-— — x, ESCH B—0 quels que soient les z, 
\C Ty T£} 


et par suite B= 0 quels que soient les z. 


En dófnitive la fonction u satisfait, quels que soient les z, 


au système A= 0 B= 0. Elle dépend d'une fonction arbitraire 
de trois variables (et aussi, dans le mode de détermination indiqué, 
d'une fonction arbitraire d'une variable). 
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Remarques. 1°) Il résulte de la démonstration que si deux 
fonctions f,g, des variables x,, x,, Xy, x, satisfont. 


0 0 e 
Be — dy gl (ua 94—9—/+-2, ji) — 


10) pour z, = q$ à | 
3 
ës äs 
2°) quels que soient les z à pzp” È 
© Ty oz, 
0 9 


EE CHE, 


soient les x à la première équation. Pour essayer de le montrer 
directement, on appellera 8 et a les premiers membres des équations 


| . 9 
qu'on vient d'écrire, et on sera amené a chercher si ze ne peut 
Ti 
s'exprimer à l'aide de ß et des autres dérivées premières de ß, 
de a et de ses dérivées. On sera effectivement amené à une 


identité : 


GER (gi — Zs Ja — 


}f=0, elles satisfont aussi quels que 


SR je (es 
CET u? WER zw | CZ 

qui prouve nn le fait prevu. 
20) Le systeme en /,g que Pon vient d'écrire est complètement 
intégrable: f peut être choisie d'une manière entierement arbitraire, 
Org 
92,9% 
se donner arbitrairement sur x, = zî la valeur de g et sur z, = £, 


PL 
puis le système étant résolu par rapport à Fi Pa on peut 


z, = # la valeur de Sc . Le système ne peut done avoir aucune 
conséquence du premier ordre; il ne peut avoir d’autre conséquence 
du second ordre que les combinaisons linéaires mêmes des équations 
écrites; etc.... Autrement dit on voit nettement que 

a) il n'existe pas entre les expressions différentielles À, B de 
relation L(A) + M(B)=0 où l'une au moins des expressions L; 
M soit d'ordre inférieur à 2. 

b) il existe entre 4, B exactement deux relations distinctes 


L, A -+ M, B = 0 

L, A — M; B == 0 
où L,, M,; L,, M, sont d'ordre deux, à savoir les deux relations 
trouvées (et leurs combinaisons linéaires bien entendu). 
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5. Nous avons admis au n° 4 que si l'équation A(u) =O est 
normale en x, l'une au moins des conditions de possibilité du système 


| A(u) = 0 
| Biu) =g 


est aussi normale en x,. Ce fait peut être considéré comme une 
conséquence du suivant qui a son intérêt propre et que nous allons 
démontrer. 
L'une au moins (et par suite une infinité) des conditions de 
possibilité du système 
| Au=0 


| Bu=g 


a pour forme caractéristique une puissance de la forme caractéri- 
stique de A. 
Formons les expressions différentielles linéaires 


AB — BA = B,, AB, — B, A= B... AB, , — „14 = B,... 


d'ordres respectivement au plus 


p—1-+-q 2(p—1)+q,..., n(p—1)-]-q,... 


Nous obtenons en posant A(A)== 4°... A(A7”) = APt!.., les équa- 
tions conséquences du système donné 


B,(u) = A(g); B,(u) = 4?(g);... B,(u) =47"(g)... 


où les ordres en g sont respectivement p, 2p,...,np,... 

Cela remarqué, traitons le système donné, aux inconnues u, 9, 
en écrivant d’abord des conditions nécessaires et suffisantes en g 
pour que le système en u soit compatible, puis des équations en 
nombre fini permettant de déterminer « en fonction de g par un 
système de forme canonique en u. Dans ce dernier systeme, les 
premiers membres sont des „dérivées principales“ de u; chaque 
second membre peut contenir, outre des dérivées de u, principales 
ou paramétriques, antérieures au premier membre correspondant, 
des dérivées de g. La différence (ordre en oi — (ordre en u) relative 
à une de ces équations (Æ), qui sont en nombre fini, a un maximum X. 
Pour les équations (Æ) qu'on en déduit par simples dérivations, la 
différence (ordre en g) — (ordre en u) ne dépasse pas k. Substituons 
éventuellement à quelque dérivée principale de u figurant dans un 
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second membre de (Æ, Æ’) son expression tirée d'une équation de 
(E, E’) et cela un nombre quelconque de fois; la différence (ordre 
en g) — (ordre en u) de l'équation obtenue ne dépassera jamais k. 
Il en sera ainsi en particulier pour chaque Equation exprimant une 
dérivée principale de u à l'aide de dérivées de u antérieures parame- 
triques, et de dérivées de g. Portons ces expressions dans les équa- 
tions formées précédemment : 


B, (u) = A" (g). 


Nous obtiendróns au premier membre une expression d'ordre 
au plus égal A n(p— 1)+ q en u, et par suite d'ordre au plus 
égal A n(p — 1) + q + k en g, qui ne contiendra aucune dérivée 
principale de u. 

Comme nous ne pouvons avoir aucune relation entre les 
dérivées parametriques de u, cette relation doit ou bien se réduire 
a une identité, ou bien être une condition relative à g seule. Mais 
on peut choisir n assez grand pour que 


n(p—1)+9+k<np 


(il suffit de choisir n > q -+ k); g figurera effectivement, de plus 
l'ordre en g sera x, et la forme caractéristique de l'équation obtenue 
sera la nême puissance de la forme caractéristique de A. 

Ainsi, parmi les équations auxquelles satisfait B(u) quand u 
est assujettie à l’équation A(u) = 0, il en est qui ont exactement les 
mêmes caractéristiques (mais en général avec un autre ordre de 
multiplicité) que l'équation A(u) = 0. 

On peut énoncer le résultat obtenu sous la forme suivante 
en apparence un peu plus generale: 

Parmi les relations LA + MB=0 qui existent entre deux 
expressions différentielles A, B il en est pour lesquelles la forme caracté- 
ristique de M est une puissance de la forme caractéristique de A. 

Il en est naturellement aussi pour lesquelles la forme caracté- 
ristique de L est une puissance de la forme caractéristique de B. 
Mais il n’en existe pas en général pour lesquelles les deux propriétés 
soient à la fois réalisées 1). 

6. Excluons maintenant le cas, étudié et caractérisé au n° 4, 
où la solution de A(u)=0 B(u)=0 dépend d'une ou plusieurs 


"D Ce point résulte facilement de l'étude qui suit. 
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fonctions arbitraires de n — 1 variables. Parmi les relations différen- 
tielles qui existent entre À et B, admettons qu'il en existe quel- 
qu'une L(A)+ M(B)=0 où L soit d'ordre q (et par suite M 
d'ordre p). Pour que le système A(u) =f B(u) =g soit compatible, 
il est évidemment nécessaire que l’on ait 


L(f) + M(g) = 0. 


Nous allons montrer que cette condition est suffisante. 
Considérons d'abord le cas où / est identiquement nulle. La 
solution générale du systeme aux deux inconnues u,g 


[ A(u)—0 
| B(u)= 9 


dépend de p fonctions arbitraires de n — 1 variables, car u est 
donnée avec ce degré d'indétermination par la première de ces 
équations, puis g, entièrement, par la seconde. Commençons par 
former le système C, auquel doit satisfaire g pour que les équations, 
en u, A(u)==0 B(u)==g soient compatibles; une fois g choisie 
u ne dépend que d’arbitraires de genre au plus égal à n — 2 (puisque 
dans le cas g = 0, il en est ainsi); il résulte de là que la solution 
de C; dépend de p fonctions arbitraires den — ! variables; or parmi 
les équations de C, figure l’équation 


M(g) = 0 


qui est d'ordre p; si quelque équation de C; n’était pas consé- 
quence de M(g) =0 la solution de C, dépendrait de fonctions 
arbitraires de genre n — 1 en nombre inférieur à p, ou même ne 
dépendrait que de fonctions arbitraires de genre inférieur à n — 1; 
autrement dit la relation M(g) == 0 suffit pour que le système, en u, 
A(u) =0 Bu) = g soit compatible. 

Considérons maintenant le cas général (f quelconque). Les 
conditions de compatibilité du système en u 


| Alu =f 
| Blu) =g 


forment un système linéaire en f, g sans „seconds membres“. Ces 
conditions ne peuvent avoir pour conséquence d’equation en f seul 
(car A(u) = f est résoluble en u, puisque A n'est pas identiquement 
nul, pour un f donnée quelconque, et que l'on peut prendre ensuite 
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pour g la valeur prise par B(u)). La solution du système en f, g 
où g est considérée maintenant comme l'inconnue a done pour f 
prise arbitrairement le même degré de généralité que le système 
correspondant à f = 0, or nous venons de montrer que ce dernier 
système se réduit à l'équation unique M(g) -=0 et à ses conséquences. 
Le système en /, g se réduit done à l'équation unique L(f)+ 
+ M(g) = 0 et à ses conséquences. 

7. Il est intéressant d'obtenir autrement le résultat qui vient 
d’être démontré. La méthode qui suit donnera, dans bien des cas, 
des renseignements plus complets sur le degré de généralité de 

Supposons les variables choisies de manière que les expres- 
sions A et M soient „normales“ en x,. L'équation A(u)— 0 est 

Vu Wes ; 
TA Utilisons éventuellement cette équation 
et celles qu'on peut en déduire par dérivations pour remplacer 
dans B toutes les dérivées de w où lordre en z, est au moins p 
par leurs expressions à l'aide de dérivées de u où l'ordre en z, est 


résoluble par rapport a 


inférieur à p. Opérons sur — comme nous avons opéré sur B (le 


signe -— désignant bien entendu une dérivation totale par rapport 

9%, 

a Z., B étant fonction des zx, &,... x, directement et par l'intermé- 
A 0? B : 

diaire de u et de ses dérivées), puis de même sur __;,... jusqu’à 


Ir’ 


ga? 


compris. 


Nous sommes conduits à mettre en évidence p conséquences 
particulières du système 


A(u) = 0 Bu) = g 


déduites respectivement de l'équation B(u)==g et de ses p — 1 pre- 
mières dérivées par rapport à z, en y tenant compte de A — 0, 
conséquences ne contenant d'ailleurs comme dérivées de u que celles 
dont lordre en x, est inférieur à p. Ces conséquences (où nous 
faisons x,== zł) peuvent être considérées comme p équations aux 
dérivées partielles à n— 1 variables z Xs,..., z, , auxquelles doi- 


Ju ed 
e e - AB x 0 ] f ti e 
vent satisfaire sur x, = z, les p fonctions u, Zz") Zu 
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Les premiers membres de ces p équations sont indépendants, car sans 
cela il existerait, en tenant compte de A = 0, quelque relation diffé- 

dP 91h 
"äs Ze" 
a l'hypothèse d’après laquelle la solution de A=0 B=0 dépend 
d'arbitraires de genre au plus » — 2. Ces p équations sont donc com- 
patibles quel que soit g. Nous pouvons même ajouter, sous réserve 
de démonstration du théorème T indiqué comme vraisemblable au 
n° 1, que la solution dépend de fonctions arbitraires de n —2 va- 
riables, ou bien est entièrement déterminée. 

Servons-nous maintenant des fonctions de 24, Xg,..., Z,_1 qui 
constituent une telle solution comme conditions initiales sur x, = 2° 
pour l'équation A(u) = 0. Je dis que, si la fonction g satisfait a la 
condition #(g) =0, la fonction u bien déterminée (dont le théorème 
de Cauchy, appliqué à l'équation unique A(u) = 0, apprend lexis- 
tence) satisfait à l'équation B(u) = g. 

Considérons en effet le quantité Bu — g. Elle satisfait, en raison 
des hypothèses faites, a M[B(u)—g|—0 quel que soient 24, Ty,..., Zn- 
D'autre part, d'après la manière dont ont été choisies les conditions 
initiales on peut affirmer que pour z, = z}, la quantité Bu — g et 
ses p — l premières dérivées par rapport à x, sont nulles; mais M 


rentielle en x, Tę... z, entre B , ce qui serait contraire 


contient un terme en donc Bu —g est identiquement nulle. 


Pu 
dzy 

Autrement dit Mio = 0 est une condition suffisante pour que 
les équations 4(u) = 0 B(u) =g soient compatibles. 

On obtient donc le résultat suivant (en excluant toujours le 
cas où la solution générale de A(u)=0 Bu) =0 dépend d'arbi- 
traires de geure n — 1) 

1°) Si parmi les relations différentielles qui existent entre À, B, 
il y en a quelqu’une L(4) + M(B) =0 où L est d'ordre q, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que A(u) =f B(u)=g soient 
compatibles est L( f) + M(g) = 0. 

20) Cette condition étant supposée réalisée la solution générale 
du système A(u) =f B(u) —g dépend effectivement d’arbitraires 
de genre n—2, ou bien est entièrement déterminée. 

(l'énoncé (29) n'étant établi que sous reserve de la démonstration 
du théorème T). 

8. Considérons en particulier le cas où les coefficients des 
expressions À, B sont des constantes. La substitution à u et à ses 


(KI 


Qatar. Leen 


. u 3 e A 
rivées << — ,..., de lunité et d nômes 
BER dn "dp da... Iran!’ Be ‚mo 
a y% Ap duit a d || ` u A B 
Lys.) LE r3.. Taye., Conduit à deux polynomes „images“ A, 
aux n variables z,, Zen, x, d’ordres respectivement p, q. 


Distinguons deux cas 

ou bien ces deux polynomes ont un facteur commun, c'est à dire 
qu'ils sont identiques aux produits d'un même polynome Ć (de 
degré >1) par des polynomes A’, B'; la solution générale de A(u)=0 
B(u) ==0 dépend de fonctions arbitraires de n — 1 variables. 

ou bien ces deur polynomes n'ont pas de facteur commun; la 
solution générale de A(u) =0 B(u) =0 dépend de fonctions arbi- 
traires de n— 2 variables, ou bien est entièrement déterminée 
(a savoir zéro). 

Ces conclusions s'obtiennent lorsqu'on cherche, à la maniere 
habituelle, à mettre le système A(u) = 0 Bu) = 0 sous une forme 
canonique completement intégrable; on est amené à faire certaines 
dérivations et certaines combinaisons linéaires à coefficients constants 
des équations données et de leurs dérivées. 

Dans le premier cas, les polynomes images de toutes les 
combinaisons ont en facteur C; les règles qui indiquent la nature 
des conditions initiales montrent alors que le genre À maximum 
des fonctions arbitraires est n — 1. 

Dans le second cas, supposons (ce qui est réalisable grâce 
à un changement linéaire, éventuel, de variables) que le coefficient 
de x? dans A soit l’unité; le résultant des deux polynomes en z,, 
A, B est un certain polynome R non identiquement nul en x, 24... ui 
seuls qui est l’image d'une certaine combinaison linéaire des équa- 
tions A(u)=0 B(u)—0 et de leurs dérivées. D’après les règles 
qui indiquent la nature des conditions initiales, le fait que À ne contient 
pas x, entraine que le genre des arbitraires est au plus n — 2. 
(Cf. n° 4.). 

Ce point acquis, appliquons la méthode indiquée au n° 7, mais 
au lieu de former des équations aux dérivées partielles, formons 
les équations algébriques images correspondantes. Outre 


A=r az? '+aat+...+a, 
où a, est un polynome d'ordre au plus h en (e, 24... z,_,), donnons- 
nous le polynome 


Bo — Rap 4 Dar. + 10 
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où les / sont des polynomes en 2,, ry,..., z, 1, image de B ou 
éventuellement de l'équation obtenue entenant compte dans B de 
l'équation A =Q de manière à n'avoir plus aucun terme où x, figure 
plus de p— 1 fois. 

Nous sommes amenés à former la combinaison 


z, BO — RA = Paz" + Paz *+-...-+ ID 


les ? désignant encore des polynomes en 2, 44... r,_,, combinaison 
que nous appellerons B”, puis 


z, BD — L A = P rp War? +... + 40 


que nous appellerons B®,... et ainsi de suite jusqu'à ZN, 
Sur z, = z% nous obtenons p équations aux dérivées partielles 
u Pty 
PRET 
variables x, 14... r, 1 équations linéaires à coefficients constants dont 
la solution ou bien dépend de fonctions de n — 2 variables indépen- 
dantes, ou bien est entièrement déterminée (théorème T, dont la dé- 
monstration complète, pour le cas des coefficients constants, est ex- 
posée en supposant N==2, puis N—3) Prenons ces fonctions 
comme conditions initiales pour A(u)=0; la solution de cette 
équation satisfera en même temps, d'apres ce qui a été vu au n° 7, 
a B(u) =0. 
L'énoncé (2°) de la fin du n° 7 pourra donc ici être regardé 
comme acquis des qu’on aura donné la démonstration de (7) rela- 
tive aux coefficients constants. 


indépendantes aux p fonctions inconnues u, des » —1 


Remarques. 19) On a posé B® = z, B*" — Ir 4 pour 
k—1,2,... p—1; appliquons cette formule à k = p. D'après les 
résultats précédents, B(” devra n'être qu’une combinaison linéaire 
des BO, B™,..., BY- à coefficients fonctions de 2,, t4,..., Zas. 
Nous allons voir que ces coefficients ne sont autres que les a, au 
signe pres. Remarquons d'abord que B™ = z: BO — c, À où c, dé- 
signe un polynome en T, Zz... 2%,_, Za. D'où 
BO + a, Ben ...+-a, BO = (2 a, x L...+-a,) B*+- PA 

—= (B* + P)-A 
où P désigne un certain polynome en 2, 4... r, 1%. Mais les B 
ne contenant z, qu'au degré p— 1 au plus, et A contenant effecti- 
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vement zx, l'identité précédente ne peut avoir lieu que si le pre- 
mier membre est identiquement nul; la relation cherchée est obtenue. 
On voit de plus que B° + P est aussi identiquement nul, autrement 
dit que la relation écrite n’est autre que 


A. B’ 4+ (— B’) A =0. 
2°) Le cas où la solution est entièrement déterminée est celui 
où il existe deux polynomes a, 8 tels que 
aA+8B=1 
autrement dit où les équations A—=0 B=0 n’ont aucune solution 
commune. Tel est en supposant n==2 et en employant le langage 
géométrique le cas d'une hyperbole et d'une de ses asymptotes, par 
exemple 
| a'— y — 1= 0 
|z—y=0 
image du systóme 
| r—t—z=0 
|p—q9—0. 
9. 1°) Demonstration du théorème T dans les cas où N==2, 
el où les coefficients sont constants. 
Considérons un système de deux équations à deux inconnues 
à coefficients constants sans seconds membres : 


Alu) + A'(v) = 0 
B(u) + B'(v) = 0 
oh les premiers membres sont indépendants. 

Le théorème fondamental (7) n’est à démontrer que si A, B 
n’ont pas de facteur commun: s'ils en avaient, la valeur de u, une 
fois v choisie avec les rectrictions convenables, dépendrait encore 
de fonctions arbitraires de n— 1 variables. Si A, B n'ont pas de 
facteur commun, la condition de compatibilité nécessaire et suff- 


sante du systeme en u (voir n° 6 et début" du n° 8) est l’équation 
A(v) = 0, où 


1) Où nous démontrons, gräce au résultant, que les arbitraires de la solution 
de A(u)=0 B(u)=0 sont de genre m — 2 au plus. Nous ne nous servons pas 
ici bien entendu de la fin de ce n°, où le théorème 7' est consideré eomme acquis 
dans le cas des coefficients constants. 
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Il nous suffit d'examiner le cas où A(v) —0 n'admet d'autre 


solution que zéro, autrement dit où À se réduit à une constante 
non nulle. 

Dans ce cas, d’après la remarque faite à la fin du n° 8, 
A(u) =0 B(u) =0 n'ont d'autre solution que zéro. Mais v étant nul, 
A’(v) et B'(v) le sont, le système proposé n’a done d'autre solution 
que (u = 0 v = 0). 

Remarquons que, dans tous les cas, le degré du polynome A 
représente le nombre des arbitraires de genre n — 1 dont dépend 
la solution du système d'équations aux dérivées partielles étudié. 

20) a) Extension au cas de 3 équations à 2 inconnues, (dans l'hypo- 
these de coefficients constants), du résultat du n° 6. 

Supposons que la solution de 


Alu) + A (v) =0 
Bu) + B'(v) =0 
C (u) + C'(v) =0 


ne dépende tout au plus que d'arbitraires de genre n—2. Soit p 
le nombre des fonctions arbitraires de n — 1 variables dont dépend 
le système des deux premières supposées indépendautes. On a vu 
que si p—0, on a nécessairement u= v= 0; il en résulte que la 
valeur de C(u)-|- C'(v) ne peut être que nulle. Supposons p +0, 
et supposons qu'il existe entre les premiers membres a, B, y quelque 
relation 


L(a) + M(B) + N(y) = 0 


où N soit d'ordre p. Pour que les équations 


Alu) + A'(v) = 0 
B(u) + B'(v) = 0 
C(u) + C'(v) =h 


soient compatibles, il est évidemment nécessaire que N(h)== 0. Je dis 
que cette condition est suffisante. La solution du système en u,v, h 
que l’on vient d'écrire dépend de p fonctions de n— 1 variables; 
car on pourra choisir u, v par les deux premières seules, puis déter- 
miner h par la troisième. Commençons par former le système X, 
des conditions auxquelles doit satisfaire h; une fois h choisie, u, v 
en résultent avec des arbitraires de genre n— 2 au plus; la solution 
de K, dépend donc de p fonctions de n— 1 variables; or N(h) =0, 
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d'ordre p, fait partie de ce systeme, cela n’est possible que si toutes 
les conditions K, sont conséquences de N(h) =0. Autrement dit 
N(h) =0 est une condition suffisante de compatibilité du système. 
Remarquons d'ailleurs que le cas de p==0 peut être englobć 
dans l’énonce final. 
Il est aisé maintenant de passer au cas général. Pour que les 
équations en u, v 
| 40+40=/ 
B(u) + B'(v) = g 
C(u) + C (v) =h 


soient compatibles, il est évidemment nécessaire que 


L( f) + Mig) + N(h) = 0. 


On voit comme plus haut (n° 6) que cette condition est su/fisante. 

b) Démonstration du théorème T dans le cas où N=3 et où 
les coefficients sont constants. 

Considérons un système de trois équations à trois inconnues, 
à coefficients constants sans seconds membres. 


DEE 
(S) | Sta + B'(v)-+- Brel =0 
| cy ŁC) + C'(0) = 0. 


Les premiers membres étant indépendants, le déterminant 


= 
= 


o à 
Q HI MI 


| 
Il 
Cl Gi >| 


>! 
Ki 
= 


n'est NV identiquement nul; par suite l'un au moins de ses mineurs 
[AA | 
BB 


que si la solution de 


| par exemple, ne l’est pas. Le théorème T n’est à démontrer 


au +4'(v)=0 
u) + B'(v) =0 
lou) + co 
ne dépend que d'arbitraires de genre inférieur à n—1. D’après ce qui 
vient d’être vu (a) et d'après la remarque faite A la fin de (1°), il 


Al 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 6 
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suffit pour la possibilité (en u, v) du système (S) en u, v, w donné 
que l’on ait A(w) = 0. Le theoreme T n’est alors a démontrer que 
si À se réduit à une constante (différente de zéro) Mais alors le 
système des équations obtenues en égalant à zéro les déterminants 
à deux lignes et deux colonnes déduits du tableau 


| 
n'a aucune solution. II en résulte que le systeme d'équations (S), 


n’a d'autre solution que u=v=0. Mais w étant nul, A” (w) et B” (w) 
le sont; le système © n'a donc d'autre solution que u=v=w=0. 


> Go D 
Q Gi l 


Il conviendrait maintenant de démontrer que le degré de 4 
représente toujours le nombre d'arbitraires de genre m — 1 dont 
dépend la solution de S, puis de passer au cas de N—4, et ainsi 
de suite 

10. On peut remarquer que (en excluant toujours l'hypothèse 
envisagée au n° 4 où A(u)=0 B(u) =0 auraient une solution dé- 
pendant de fonctions arbitraires de » — 1 variubles) le cas étudié 
au n° 6 où il existe une relation 


L(4) + M(B) =0 


avec L, M d'ordres respectivement g = ordre de B. p = ordre de 4, 
est le seul où les relations A(A)-+ u(B) =0 qui existent entre A 
et B puissent toutes se déduire par dérivations et combinaisons 
d'une relation unique. 

Soit 4,(4)+ mę (B)== 0 une telle relation. Le système en x 


| A(u) —= 0 
| B(u=g 


serait compatible sous la seule condition w,(g) =0. Or la solution 
de ce système aux deux inconnues (u, g) dépend évidemment de p 
fonctions arbitraires de n 1 variables, puisqu'il en est ainsi de u 
(qui n’a qu’à satisfaire A la première), et que g est ensuite entiè- 
rement déterminée. 

Si nous choisissons g d’abord, comme u ne dépend alors que 
d'arbitraires de genre 7 — 2 au plus (de même que la solution du 
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systeme sans seconds membres A(u)=0 Bu) — 0 il faut néces- 
sairement que le système de conditions auxquelles g est assujettie 
la fasse dépendre de p fonctions de n— 1 variables; mais ce sy- 
stóme de conditions se réduit à une seule équation, à savoir m,(g)==0; 
u, est donc d'ordre p. Cela suffit pour que nous puissions affirmer 
que nous sommes dans le cas étudié au n° 6. 

Ce cas est en somme celui où par la transformation g = B(u) 
l'équation A(u) =Q se transforme en une équation unique u,(g)—0; 
cette équation, en raison de l'hypothèse exclue (n° 4), est nócessai- 
rement d’ordre p. 

Si maintenant on désire un exemple ne satisfaisant ni à Phy- 
pothèse du n° 4, ni à celle du n° 6, il suffit de se reporter à celui 
qui a été donné à la fin du n° 3 


| Alu) = u, +ab,u ? a, a, | 
- d 
| Bu)=w+tab,u NM 


= |], 


D'après ce que l’on vient de dire, le seul fait que nous ne 
soyons ni dans le cas du n° 4 ni dans celui du n° 6 prouve que 
les relations entre À, B ne sont pas combinaisons différentielles d’une 
seule d’entre elles. 

11. La considération de systèmes à coefficients constants ne peut 
donner d’exemple de la nature de ce dernier, puisque, pour eux, on 
peut toujours écrire la relation 


B(4) — A(B) =0 


et que en excluant le cas du n° 4, on est alors nécessairement dans 
celui du n° 6. 

Mais cette relation donne naturellement l'idée d’envisager les 
couples d'expressions A, B à coefficients non tous constants pour 
lesquels on peut écrire la relation précèdente, expressions „permu- 
tables“. A notre point de vue actuel, elle n’ont pas d'intérêt par- 
ticulier. 

Dans les deux exemples suivants, on peut immédiatement af- 
firmer que l’on n'est pas dans le cas du n° 4, parce que les formes 
caractéristiques de A et de B n'ont pas de facteur commun. La dé- 
couverte d’une relation L(4)+ M(B)=0 (avec L ordre 2, M ordre 1) 
entre les deux expressions A, B d'ordre 1, 2 données suffit done 
à affirmer que le système en u A(u) = f B(u)—g est compatible 


dès que L(f) + M(g)= 0. 
6* 
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1°) 


Il y a permutabilité. La seule condition de possibilité du système 


ot 
x? 
| Jakoż Te 
est 
0? Eur A 
Gy +*3,+2)/ (sz tso 
2°) A(2) =p--yq 
Bial 
Il ny a pas permutabilité. La seule condition de possibilité 
du système 
| p+ya=f 
ess g 
est 


af e ð 
Dans d'autres cas, la conclusion est un peu moins immédiate 
parce que les formes caractéristiques de 4, B ont un facteur commun; 
mais elle n'en subsiste pas moins si l'on parvient a former quelque 
combinaison de A, B et de leurs dérivées succesives dont la forme 
caractéristique ne contienne plus ce facteur. 
Exemple. 
A(2) = r — rt 
B(2)=s--zt. 


Le combinaison B, — z B,— A, =t satisfait à cette condition. La 
seule condition de possibilitó du systeme 


r—gii=f 
s+ zt =g 


/ 91 92 92 9: d 
— = $$ EEN — À — — mme = 
ER dy ' 5 Sal d EP: z Dy? d 2) „At 


est 
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Ainsi pour arriver A un cas bien caractérisé au point de vue 
degré de généralité, nous avons été amenés 

1°) à introduire non pas l’hypothèse particulière de la permu- 
tabilité, mais bien l'hypothèse plus générale (n° 6) LA+MB=0 
(avec L de l'ordre de B, M de l'ordre de 4) 

2°) a exclure non pas hypothèse d'un facteur commun des 
formes caractéristiques de A, B, mais l'hypothèse plus particulière 
d'un degré de généralité de A(u: = 0, B(u) =0 caractérisé par 
des fonctions arbitraires de n — 1 variables. 

L’önonc6 suggéré par la communication de M. Hadamard!) 
au Congrès de Zurich 1932 se trouve ainsi non seulement démontré. 
mais gónćralisć dans deux directions diffórentes. 

12. La question qui avait amené M Hadamard à l'énoncé 
auquel nous venons de faire allusion était relative aux dérivées 
partielles linéaires à premier membre decomposable. F(G (z)) = 0 
où F et G sont permutables. Elle suggère de faire l'application 
suivante de l'étude qui précède, application qui generulisera le résultat 
signalé comme vraisemblable par M Hadamard. 

Plaçons-nous dans le cas où À, B satisfont aux conditions 
indiquées au n° 6; et considérons l’unique équation aux dérivées 
partielles d'ordre p + q9 


ou ce qui revient au même 
M(B(w)) = 0. 


Je dis que sa solution générale s'obtient en faisant la somme 
des solutions générales u, v de chacune des équations 


A(u) = 0 Biv) = 0 
1°) Supposons A (u) = 0 et B(v) = 0; comme 
L{A(u+v)]= L(Au)+ Aw) = L (Alu) + L(A(v))= L(A(u)) — M (B(v)) 


on voit que 
L(A(u + v) = 0 


2°) Supposons L[A(w)] =V; alors le système en v 
| A(v) = Alw) 
| B(v)=0 


1) Congrès de Zurich 1932 t. 2 p. 80 et G. Cerf. (C. R. Acad. Be t. 197 
p. 892 23 oct. 1933). 
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est compatible; on peut donc trouver, au moins, une fonction v telle que 
| Ain — v = 0 
B(v) = 0 
autrement dit un systeme de deux fonctions u, v telles que w=u--v et 
A(u) = 0 
| B(v) = 0. 
Par exemple, la solution générale de 
(Ga — © zy — 2 24) (s + ct) =0 
ou, ce qui revient au même, de 


{ 93 PÄ 


gt m EN 2 
(äs dy zy)" Luten 


s'obtient en ajoutant les solutions générales de chacune des équations 


r—at=0 s+ xt —0,. 


Application astronomique de l’invarlant adiabatique 
en mécanique einsteinienne 


par 


Godofredo Garcia 
Lima. 


Dans une brillante communication présentée par le professeur 
Tallio Levi-Civita au Congres international de mathématiciens 
réuni à Bologne on trouve deux applications remarquables à l’Astro- 
nomie de la notion d'invariant adiabatique introduite en mécanique 
atomistique par le physicien hollandais Ehrenfest. 


Problème einsteinien de deux corps de masse variable 
(Méthode da professeur Tullio Levi-Civita). 


Soient G, et G, les centres de gravité des deux corps et G, 
le centre de gravité du systeme, r la distance et M =m +m, la 
somme des masses. On aura 
m 
vr 


Designons par / et L la latitude et la longitude de G, G,. 
Le force vive absolue de G, est !) 


(1) GG D Gu 


1 ALP x à 
(2) z m (za) [73 + rtl t -4 pf cos? 7 L'8] 
et celle de G, 

l m |? 
(3) o "4 ES [r24 rlt rt cos? 7 L'3]. 

La force vive da système 

4 ri" Mr rl? LE r!cost! Lol 
(4) 24 


1) Tullio Levi-Civita, Atti del Congresso Internazionale dei Matematici, 
Bologna 1928. 


88 


En désignant par f la constante de la force d'attraction univer- 
selle, on a l’expression du potentiel newtonien 


m ad 


(5) un 


Si l’on multiple 7 et U par une même constante, l'équation lagran- 


gienne du mouvement ne change pas. En multipliant donc par RE 
Ś 1 


nous aurons l'expression unitaire de la force vive et du potentiel 


(6) T = ~ [r8 + r? V3 r? cos?! L'3], 
(7) U I! 


de manière que l’expression du potentiel due à M. Levi-Civita est 


SES, Mr 


— A m 


(8) U*— (1+ 


r CAT 
L'énergie totale est donnée par 
(9) H* = T — Us 


En introduisant les variables conjuguées de Poisson 


7 
br, p= =r, pi = $F = rt cost L I/ 

on a 
ab pis mM |_ i pee geed 
(10) H*= ER ST aeeeg? i ] c3 c? ri 


ce qui est la fontion caractéristique du système canonique 


dp, OH* dr As 


(11) dt Or' dt m’ 
au. 00. die 
dt ol’ dt Op’ 
dp. 9H* dL__0H* 
dt OL’ dt Ap 


Calcul effectif de l’invariant adiabatique et conséquences immé- 
diates. 
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Lorsque Æ* ne contient pas la variable £ nous pouvons écrire 


‚4E*)/M 3 fem” s 
(2) sr +i Aen ei M. aa w 
et poser 
| 4 E*l ` 2 M? 
(13) gl je (14) bet SE 
c 
ainsi que 
| k 
ni m 
(15) Ke 2a 
M 
(16) ge e 
2a|l- en 
cho 
Le mouvement moyen sera 
an "= |: se 
De (12) on obtient p? 
Bier wk k, | G* W 
2 — E p* EE 1 Ee, 
(18) p; =ŻE* 4- > d ai „1 r? COS? l” 


En posant pour simplifier 


(19) Gr — | Ge A G? = 61 G? 


on réduit (18) a la forme tres simple 


2k G a W 2 
2 ged IŁ — 


r! riceos?]' 


L'aire V* (du plan r, ol intérieure à la courbe (20) est 
exprimée par 


T 
(21) Ke IE d r, 
ù 


en considérant £ comme variable indépendante de cette intégrale. 
Alors comme on a 


dr=rdt=p,dt, 
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en remplacant dans (21) » par £ on a 


7 

(22) y*= J pdt. 
D 

De plus, le mouvement moyen étant 

27 
> * — 
(23) n T 
on aura 

2 7 Gs dt "wat 

o *— 2 E EE Ge 
(24) V*=2E Za? G J EE | 2 


L’&quation de Kepler différentiée donne (a représente l’anomalie 
excentrique, e l’excentricité de l’orbite) 


(25) (1 — e cos a) da = n* dt. 
Comme on a 
(26) a (l — € cos &) = r 


ces équations permettent de déterminer les intégrales : 


d 
e oł. 28 
(27) r an” 
'Grdt _(Gdt k fGdt k 
5 wë Ver: Sei emm 9 PEP" 3 
ER J a JJ m z | r3 cl Kä 
0 
W dt 
(29) Tass 
L'expression (24) eg donc la forme suivante 
(30) V* = 2 ge Ÿ? z + Zk an Ge | dal —22W. 
A cause de (15) on a 
(31) Pat AR W.) ar à 
an* 3:8 
où bien 


(32) rn Zar lte IER g* 1 |) 
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et puisque lon a 


(33) k = wi (34) W = Q cosi 


l'expression précédente se transforme en la suivante 


(35) >, Vie | Ets |- en + cosi] + AT 
ou bien 
(36) = 3- =Vf Ma EZR — 2 G cos d WE 


En élevant (36) au carré on peut écrire en seconde approxi- 
mation 


(37) =" [Ve + fra le +26 costy Po. 
En posant à 
6 1 
(38) Como = al? 


| fi i |? 
0= | +26 cost 3 
l'équation (37) se réduit à 


ge? 1 Q 
(39) (f Ma): +p Ma— Z =0. 

On a 
(40) fMa=.„_„|-—1+|1+4PQ]| 
et en seconde approximation 
(41) fMa=xgl—| £(1+2PO 

Les racines sont 

r% ; 12 
(42) fMa=Q=|27+2Gowez|, 
1 Vi 5 e į |? 
(43) f Ma = — 5l + fOe gn T > G cos SS 
c? 1 
we 
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Observons que (42) est la même que dans la théorie classique. 
La racine exprimée par (42) est celle qui satisfait au problème. 
Observons que Q est constant, donc lorsque a tend vers zéro M 
croît indéfiniment et au contraire lorsque a croît indéfiniment M 
tend vers zéro (toujours lentement et avec une loi quelconque). Ceci 
peut nous expliquer la loi de la variation séculaire de a avec M. 

Considérant le cas 4 = 9U? la formule (42) se réduit à 


Le 
(44) fMa= ha 


ce qui est la formule rencontrée par le professeur T. Levi-Civita 
en traitant le problème plan et en mécanique classique. 

Le problème des deux corps de masse variable est de grande 
importance en astronomie. La chute des météorites tend à augmenter 
les m, m, des deux corps, donc leurs somme M, et il se produit le 
phénomène étudié par le professeur Armellini et qua résolu 
complètement dans le plan le professeur T. Levi-Civita, 


Lima-Peru, 1. Février 1935. 


Erratum. 
Pag. 92. ligne 8, [formule (44)): au lieu de 
H 
Ma = I +. G. 


lire: 


Kr Ma = zz + G. 


Sur les valeurs asymptotiques des intégrales des 
équations différentielles 


par 


M. Biernacki 


Poznañ. 


8 1. G. H. Hardy a établi ’) le lemme suivant: „Si la somme 
y(x) + y'(x) tend vers une limite finie lorsque x — + co, y(x) tend 
vers cette même limite“. O. Perron a démontré ?) ce lemme en 
utilisant la formule qui fournit l'intégrale de Pćquation linéaire 
du 1° ordre et a étendu le résultat aux expressions linéaires d'ordre 
superieur. Ces généralisations ont été poursuivies par plusieurs auteurs. 
J'ai obtenu des propositions *) qui étendent l'énoncé de M. Hardy 
a certaines expressions non linéaires du 1° ordre: 


I. Supposons que la fonction f(x,y) satisfasse aux conditions 
sutvantes : 
1) f(x,y) est continue dans un demi-plan x > a, 
2) il eriste Unię Z y) = piy), uniformément pour — oo < 


< y < + 00 *), =" 
3) lim (y) est négative, tandis que lim ply) est positive 
y++% EP 
alors toute valeur-limite y, pour x — + oo d'une intégrale y(x) de 
l'équation y'= f(x,y) est finie et telle que (y) = 05) y’(x) tend 
donc vers zéro lorsque x —> 4 co 5). 


1) The quarterly Journal of pure and applied Mathematics 35 (1903). 

3) Mathematische Zeitschrift, 17 (1923). 

3) Dans le cas de l’équation algébrique M. Michel Petrovitch a obtenu, en 
1896, des résultats en partie plus généraux (cf. Mémorial des sciences mathóm, fasci- 
cule 48: M. Petrovitch. Intégration qualitalive des équations différentielles p. 22). 

4) p(y) est donc une fonction continue. 

5) On ne suppose pas nécessairement que l'intégrale tonde vers une limite 
dóterminóe. 

6) ]1 rósalte des conditions 1—3 que toute intégrale reste finie lorsque x 
tend en croissant vers une valeur finie plus grande qu'un nombre fixe. 
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Il est impossible qu'une valeur-limite de l'integrale soit +4 oo, 
par exemple, car en vertu des conditions 2) et 3) il existe une 
suite de demi-droites: x > b, y = y, (n = 1,2, 3...), lim y, = + oo 


sur lesquelles f(x, y) < 0, aucune intégrale ne peut pas franchir ces 
demi-droites en croissant. 

Supposons qu’il existe une suite #, , Tgp £p... qui tend vers + co 
et une intégrale y(x) telles que lim y(z,)=y%, Yə étant fini et 


P(Y #0, giäel > O pour fixer les idées. En vertu de la condition 2) 
il existe une demi-bande B définie par des inégalités: <= b, 
y—-h<y<y-th telle que dans B f(,y)>k>0, k étant un 
nombre fixe. Si l'indice n est assez grand et si x croît à partir de z, 
Pon a y (x) > k tant que l'intégrale reste dans B, cette intégrale 
quitte donc B et reste au-dessus de cette demi-bande, en contradiction 
avec l’hypothese faite. 


Remarques 7). 

I. Si tous les zéros de g(y) sont isolés, toute intégrale tend 
vers un de ces zćros lorsque x —> + co. 

II. Il n'est pas possible de remplacer la condition 2) de l'énoncé I 
par celle-ci: „il existe ir f(x,y)=gly), uniformément dans tout 


intervalle c< y <d“. En effet, y=V/x est une intégrale de l’&quation 


, y + ży” 
BYT I 
pour laquelle p(y) = — y. 


III. II n'est pas possible de remplacer la condition 3) de 
l'énoncé I par celle-ci: „il existe une suite infinie de valeurs 
24, Zope. Zen lim 2,=æ + oo telle que p(z,) X 0 et une suite 
GL, Eu... lim t, = — oo telle que g(t,) > 0“. En effet, us a 


R ba dei 


est une intégrale de l’équation 
‚_ siny _ sin (fe) | 1 
fit 142 "ak 


BIN y 


Lob 


pour laquelle (y) = 


1) Les remarques II et Ill sont des réponses à des questions posées par 
T. Wazewski. 
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& 2. En supprimant la condition 3) de l'énoncé I on obtient 
évidemment l'énoncé que voici: 


II. Supposons que la fonction f(x,y) satisfasse aux conditions 
suivantes : 
1) f(x,y) est continue dans le domaine: x>a cZy<d 
(c et d finis ou non), 
2) d existe ue TL, ul = ply), uniformément dans chaque 


intervalle c’ Zd, E c<c et de d. 

Si une pe de l'équation y = f(x,y) reste finie pour toute 
valeur finie dex>a et si y, (c < Yọ <d) est une des valeurs-limites 
pour x —> + oo de cette intégrale, on a p(y) = Q. 


En conservant toutes les hypothèses des énoncés I ou II 
je supposerai, dans tout ce qui suit, que par chaque point du demi- 
plan x>a ou du domaine rg c<y<d il ne passe qu'une 
seule intégrale de l'équation y'= f(x,y). Je me bornerai d'ailleurs 
a l'étude des intégrales qui tendent vers un zéro isolé y, de g(y) 
(dans le cas de l’énoncé II on suppose que c < y< d). 


$ 3. Si le signe de p(y) passe du positif au négatif lorsque y passe 
par y, en croisant, il existe une infinité d’integrales qui tendent vers yo. 

En effet, il existe des nombres b, h et h (O<h Ch) tels 
que y, soit le seul zéro de (y) dans l'intervalle (yy — h, yo+ h) 
et que dans la demi-bande B, définie par les inégalités x >b, 
Yo—h Ky S Yo — KN f(x,y) soit positive, tandis que dans la demi- 
bande B, où z>b, y +h SyS yst h f(x,y) soit négative. 
Considérons une intégrale qui passe par un point DIE ai de B,; 
lorsque x croît à partir de 5, cette intégrale croît tant qu’elle reste 
dans B,, or elle ne peut pas pénétrer dans la demi-bande B, et 
doit par suite (d’après les théorèmes I ou II) tendre vers y, 
lorsque z —> + oo. 

mę 

Remarquons que s'il existe Ars z = p'(y), uniformément dans 
un intervalle (yo — h, Yo + h) et si g'(y,) est negative, les intégrales 
qui tendent vers y, diffèrent d'une quantité décroissante avec x qui 
tend vers zéro comme ey DN" 

En effet, soient y(x) et z(x) deux intégrales qui tendent vers y,. 
en posant 2 — y = u on aura: 
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(1) w = f(z, 2) — f(x, Miz H [,1--6(2—y)] (OKAI) 


u conserve un signe constant. par exemple positif, w est donc 
négative pour x assez grand et l’on aura dans les mêmes conditions 


| w S 
p' (yo) — € RE < p (Y0) + € 


e étant un nombre positif arbitrairement petit. En intégrant, on 
obtient les inégalités : 


u(x). (PWR ur) Z u(zy) lg tele 


r, étant un nombre fixe. Ces inégalités précisent le sens de l’assertion : 
„tend vers zéro comme ef rn, 


$ 4. Si le signe de piy) passe du négatif au positif lorsque y 
passe par y, en croissant, il existe au moins une intégrale qui tend vers y. 


Il existe des nombres b et h tel: que y, soit le seul zéro de 
(y) dans l'intervalle (y, — Ah, y, + h) et que sur la demi-droite D, 
où xŒ b. y == Y — h f(x,y) soit négative tandis que sur la demi- 
droite D, où x2>0b, y=y,+h f(x,y) soit positive. Les demi- 
droites D,, D, et le segment S où z= b, y—h<y<y+h 
délimitent une demi-bande B. Considérons les intégrales issues de S 
et supposons qu'aucune de ces intégrales ne tende vers yọ; lorsque x 
croît, chacune de ces intégrales finira par quitter la demi-bande B 
et rester en dehors de cette demi-bande (dans le cas de l’énoncé II 
il est possible qu'une intégrale devienne infinie lorsque x tend vers 
une valeur finie). Nous dirons qu’un point de S appartient à la Lete 
(respect. 2*me) classe si lintégrale issue de ce point quitte la demi- 
bande B en un point de la demi-droite D, (respect. D,). Il existe 
des points des deux classes et chaque point de la 1° classe est 
au-dessous de chaque point de la 2° classe. Le point séparatif des 
deux classes devrait appartenir A une de ces classes, c'est pourtant 
en contradiction avec le fait qu'une intégrale est fonction continue 
des conditions initiales, 

On peut d’ailleurs affirmer que s’il existe (dans le cas envisagé) 
des nombres b et h tels que H soit positive pour >b, y—h<y<yth 
il ny a qu'une seule intégrale qui tend vers y. 
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Supposons, en effet, qu'il en existe deux y(x) et z(x), en posant 
encore z — y = u on peut supposer que u > 0, d’après légalité (1) 
du $ 3 w serait positive et u ne pourrait pas tendre vers zéro. 


En particulier, s’il existe lim d = g (y), uniformément dans un 
1—>+-00 
intervalle (yo — h, yot- h) et si g'(ys) est positive, il n'ya qu’une 
seule intégrale qui tend vers yo. 


T. Ważewski a montré que si Ży n'est pas positive en tous 


les points du domaine x >b, y—h<y<yth il peut y avoir 
une infinité des intégrales qui tendent vers y. 


Dans l'exemple de M. Ważewski il existe lim er 


uniformément dans un intervalle (y, — h, y, + h) et Pon a cependant 
P'(Yo) = 0. Voici cet exemple i 
Considérons l'équation y’= f(a,y) où f(x,y) est définie pour 


5 HI 
x> 1. Si |y| S op pose fan = ZH, si |y|> == on pose 


f(z,y)=v*. 
Pour zi DCYS_ on pose 
J(a,y) =P(%y) = a(z) y + a(x) y* + a, (2) y + a(x), 


le polynôme du 3° degré en y P(x, y) satisfaisant aux conditions °): 


1 — 2 OP —2 
PONS: P(x, y) = P = än =" 
1 9 P 
pour Mc, P(a,y) =y", Be CC ZE 
Pour = SS MN Ss == on posera f(z, y) = — P(x, — y). 


Il est clair que la fonction f(x,y) ainsi définie est continue, 
ainsi que sa dérivée partielle H pour æ > 1. Lorsque z — + oo 


f(x,y) tend vers (y) =y*', uniformément dans tout intervalle. 


8) Je remercie M. Ważewski d'avoir bien voulu m'autoriser à publier 
son Curieux exemple. 

9) Il existe un polynôme unique du 3e degré qui satisfait a ces conditions. 
Cf. W. Wilkosz. Sur l'intégrale fondamentale de l'équation linéaire aux dérivées 
partielles da Le ordre. Ann. de la Soc. Pol. de Mat. tome 10 (1931) p. 96. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 7 
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Pour le voir il suffit de montrer d f(x, y) tend REY vers 


zéro lorsque xv —> + co et le Or si HES Z Lis Als 
1 Be 1 ap 
et ei aS "ly T <= l’on a Fel < + 2e Max || Nous 


profiterons maintenant du lemme suivant °): Si P(y) est un polynôme 
du 3° degré et si les 3 nombres: 


PQ PEN a Te 


b—a 


ne depassent pas N, on a Ft pour aK y Sb. 


i aapea 
En posant = b = E? il vient: 


A  |P(z,b) — Pisa 


emm 
z Ae, be sj ciej Zeg 


En ar à le lemme on trouve que le maximum de | ET 


pour Ś a <|y|s e tend vers zéro lorsque z —> +-oo et il en est 


done de meme avec f(x,y). 
On voit en même temps que T tend vers g'(y) =3y:, 
uniformément dans toud intervalle. Il suffit encore de prouver que 


il 


s tend uniformément vers zéro lorsque z > -4+ œ et |y|Z— 
© 


1 
Or, si iy| > A ów et si Iyi < 


Il est aisé de vérifier que y = = en une intégrale de l'équa- 


tion considérée si — IK k< -4+ 1, il y a done une infinité d'inte- 
grales qui tendent vers zéro. 


$ 5. Supposons maintenant que g(y) ne change pas de signe 
dans le voisinage d'un zéro isolé y, de g(y). Considérons les deux 
équations: 


(2) y = fa (x,y) = ply) — y(x), 
(3) y = fa (£, y) = p(y) + V(2) 


10) W. Wilkosz loc. cit. 
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où g(y) est une fonction qui sannule pour y = yọ, qui est positive 

lorsque y Yo, Yo —h << yS y, +h et qui possède partout ane 

dérivée finie. Nous supposons en outre que lim g(y) est négative, 
LEM y>+o 

tandis que lim @(y) est positive. t(x) est une fonction positive et 
y—>—o 


continue pour z > a, qui tend vers O lorsque c— -|- co, de manière 
que f Y(x) dx diverge. Il est clair que toutes les conditions de 


l'énoncé I du $ 1 sont remplies pour les équations (2) et (3) et que 
par chaque point du demi-plan æ > a il ne passe qu'une seule 
intégrale de ces équations. 

L'équation (2) possède une infinité d'intógrales qui tendent 


vers y- Il existe, en effet, une demi-bande: zb, Yo E 


(h > 0) on fą(z,y) est positive. Une intégrale issue d'un point quel- 
conque du segment qui limite à gauche cette demi-bande croît avec z 
tant qu'elle reste dans la demi-bande, /,(x,7,) étant cependant néga- 
tive, cette intégrale ne peut pas atteindre y, pour une valeur finie 
de x, tend donc nécessairement, d’après le théorème I, vers cette valeur. 

Au contraire, aucune intégrale de l'équation (3) ne tend vers yo 
lorsque 1 > + co. En effet, dans la demi-bande z>a, yy —h<y<yo+h 
f(x,y) est positive, considérons une intégrale qui passe par un point 
F(&,n) de cette demi-bande. Si 42%, l'intégrale ne peut évidem- 
ment pas tendre vers yọ; supposons que 7 Cy,, tant que l'intégrale y(x) 
ne dépasse pas y, + h l'on a y'(x) > (x) et par suite 


y(x) > zut fe Y(x) dz, 


gi W(x) dx étant divergente y(x) finira par surpasser y, pour r assez 


ae ne tend donc pas vers y,. 

En résumé, lorsque p(y) ne change pas de signe dans le voisinage 
d'un zero isolé y, la considération de la fonction (y) ne suffit pas 
en général pour décider s'il existe des intégrales qui tendent vers yo. 


SCH 


Ein Beitrag zur Theorie der sukzessiven Approxi- 
mationen von Picard-Lindelôf 


VOD 


St. Gołąb 


Kraków. 


Das Ziel der vorliegenden Note ist einige einfache Beziehungen 
festzustellen, die zwischen dem Integral einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung (4) und seinen sukzessiven Approximationen (im Sinne von 
Picard-Lindelóf) bestehen. 

Um sich kurz ausdrücken können, nehmen wir folgende 
Verabredung an: 

Die Funktion fia... Zei Yıs---,Y) gehöre in bezug auf die 
Variablen y, zur Klasse C, (k = 0,1, 2,...) wenn sie im Falle k= 0 
die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf die Variablen y; erfüllt, 
im Falle k>1 dagegen, wenn sie die stetigen partiellen Ableitungen 

Vf 
Syl YL 

Wir stellen nun den Begriff des k-ten Derivates einer Fun- 
ktion f(x). Unser Begriff ist nur eine unbedeutende Modifikation 
jenes, von O. Perron!) eingeführten, und beide sind, wie man 
leicht nachweisen kann, zwischeneinander aequivalent. 


(,=1,..,n) bis zur k-ten Ordnung (il, El besitzt. 


Definition. Eine Funktion f(x), die in einer Umgebung des 
Punktes x, erklärt ist, besitzt im Punkte x, das k-te Derivat, wenn es 
k+ 1 Konstanten ag, a,, Gy,..., a, von der Art gibt, dass die Beziehung 


A)  flæth=aotaht hs +R elh) h 
mit 

(2) lim e(h) = 0 

erfüllt ist. e 


1) O. Perron, Über Maxima und Minima und eine Modifikation des Begriffe 
der hUheren Ableitangen, Sitz. Bayer. Akad. Wisaensch. (1926), 309—315. 
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, dass aus der Existenz des k-ten 
Derivates der Funktion f(x) im Punkte x, folgt, dass die Koeffi- 
zienten a9,...,a, eindeutig bestimmt sind (a,== f(x,)) und dass auch 
das k— 1-te Derivat im Punkte x, vorhanden ist. Man zeigt weiter, 
dass aus der Existenz der k-ten Ableitung (Derivierten) im Punkte x, 
die Existenz des k-ten Derivates in diesem Punkte folgt und dass 
in diesem Falle die Beziehungen 


(3) a= Tel ` (slk: f9(2) =/(2)) 

bestehen. Es ist also erlaubt die Konstante a, den Wert des ż-ten 
Derivates der Funktion f(x) im Punkte x, zu nennen. Somit ist 
der Begriff des k-ten Derivates eine Verallgemeinerung des Begriffes 
der k-ten Ableitung. Es ist zu bemerken, dass fir k=2 der Begriff 
des Derivates nicht so allgemein ist, wie der Begriff der verall- 
gemeinerten Schwarzschen Ableitung. Man kann nämlich beweisen, 
das die Existenz des zweiten Derivates auch die Existenz der 
Schwarzschen Ableitung mit sich bringt, wobei das Umgekehrte 
nicht der Fall ist. 


Satz 1. Es sei die Differentialgleichung 


d 
(4) Sei = f(z, y) 


gegeben, wo die Funktion f(x,y) in der Umgebung des Punktes (z, Yo) 
in bezug auf beide Variablen zur C,_, gehört (für k = 1 genügt die 
Voraussetzung der Stetigkeit in bezug auf die Variabel x). Wir 
bezeichnen mit 

(5) p(z) 

das einzige Integral der Gleichung (4), das durch den Punkt (x, Yo) 
hindurchgeht und mit 

(6) Pa (2), Pı (£); Plz)... 


die Folge der durch das Picard-Lindelöf’sche Verfahren konstruierten 
sukzessiven Approrimationen (d. h. p(x) ist eine beliebige, in der 
Umgebung des Punktes x, stetige und der Gleichung 


(1) Po (L0) = Yo 

geniigende Funktion, P(x) dagegen durch die Rekurrenzformel 
(8) P ( 2) = Yo + f fis p:(8)) de 

definiert ist). H 
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Dann bestehen die folgenden Relationen : 


de [dp] i= 1,2 j 
9 J emm ‘1 a) 
| Set, Est. ię Lag l; Gg: k. 


Der Beweis gestaltet sich so einfach, daB wir ihn nur skizzieren 
werden. I) Zunächst wollen wir bemerken, dass es die Richtigkeit 
der Beziehungen (9) für j=k zu beweisen gentigt, da unter der 
Annahme, dass (9) wirklich für j = k bewiesen wurden, bestätigen 
wir leicht, für ein j< k, dass die Funktion f zur C,, gehört und 
folglich die Relationen auch für den Index j gelten. Es ist also 
nur zu zeigen, dass 


d' d 
(10) Sec? a= | Tal für i= 1, 2... k, 
ist. | 


II) Das Integral p(x) besitzt unter unseren Voraussetzungen 
in der Umgebung des Punktes x, die stetigen Ableitungen bis zur 
k-ten Ordnung. In der Tat, wir haben 

, e © 3 

(1) =, PR), eis SE EE EHSL. fla p(æ)] 
und man zeigt leicht mit Hilfe der vollstindigen Induktion, dass 
die i-te Ableitung g!?(x) sich (ganz und rational) durch die Funktion f 
und ihre partielle Ableitungen bis zur à —1-ten Ordnung ausdrückt 
(bei der nachträglichen Einsetzung (x: statt y) Da auf Grund der 
Voraussetzung f zur Klasse C, gehört, so besitzt p(x) die Ablei- 
tungen bis zur k-ten Ordnung. 

III) Gehört die Funktion f(x,y) zu C, und sind die Fun- 
ktionen a(t) und GI mit den Ableitungen bis zur k-ten Ordnung 
ausgestattet, so besitzt die zusammengesetzte Funktion Zeit, B(t)] 
die Ableitungen bis zur k-ten Ordnung. Sind weiter zwei Paare von 
Funktionen a, (t), B,({); a(t), ba(t) gegeben von den Eigenschaften 


del "Idol [8] _ [ËR e 
(12) Fe Kaf Eat ran für ll... 
so gelten die Relationen 

14! i 
(13) Te BOJ a 800 SE 


Der leichte Beweis mag dem Leser überlassen werden. 
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IV) Jetzt wenden wir uns zum Beweise der Beziehungen (10). 
Auf Grund II) sind die rechten Seiten von (10) für i =1,...,k 
bestimmt. Nun soll die vollständige Induktion in bezug auf den 
Index k angewandt werden. Für <= 1 haben wir 


(14) plz) = f(x, po(z), g'(x) = f(x, p(æ)). 


Da aber pt) = Yo, P(X) = Y0 Ist, 80 gilt die Gleichung aal Lë) 
Setzen wir jetzt voraus, dass die Beziehungen (10) erfüllt sind, 
sobald die Funktion f zur C;_, gehört und nehmen wir an, dass f 
zur C, gehört. Dann gehört sie natürlich zu C, und aus der Defi- 
nition der ez) folgt, dass 


(15) Pr+1(£) = ©, (t) = f(t, a). 
Wir setzen ferner 
(16) p' (t) = w(t) = f (t, p()). 


und bemerken, dass auf Grund der vorläufigen Voraussetzung die 
Beziehungen (10) erfüllt sind. Wenn nun 


(17) a, (t) = a (t) =t; Bi (t) = g.(t), Ba(t) = p(t) 


gesetzt wird, so sieht man leicht, dass auf Grund des Hilfssatzes III) 
die Relationen 

do| _ |d'oa Nor 
er Flat] sie Ae 


gefolgert werden konnen. In anderen Bezeichnungen bedeutet dies aber: 


d' di 
(19) | Tap ur) fur i= 1,2. k, k41, 
o Xo 
und die Induktion führt schon den Beweis zum Ende. 
Anmerkung. Das Beispiel der Gleichung Li zeigt, 


dass die Übereinstimmung der Werte der sukzessiven Ableitungen des 
Integrals p(x) und der Approximationsfunktion p(x) im Punkte x, 
über die k-te Ordnung hinaus nicht gelten braucht. 


Satz 2. Unter vorigen Bezeichnungen setzen wir Folgendes voraus: 


1) Die Funktion f(x, y) gehört zur Klasse C, (Stetigkeit in bezug 
auf x und Lipschitzsche Eigenschaft in bezug auf y), 
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2) die Approrimationsfunktion p,(x) besitzt im Punkte x, das 
k — Lie Derivat. 

Dann gilt: 

3) Das Integral p(x) besitzt im Punkte x, das k—1-te Derivat und 

4) die Werte der sukzessiven Derivate der Funktion pix) stimmen 
mit den Werten der entsprechenden Derivate der Funkion p,(x) überein. 

Es gilt auch das Umgekehrte in dem Sinne, dass 2) und 3) 
vertauscht werden können. 

Wenn noch zusätzlich vorausgesetzt wird, dass 

1’) die Ausgangsfunktion q,(x) im Punkte x, alle vier verall- 
gemeinerte Ableitungen („nombres dérivés“) endliche besitzt (was z. B. 
bei dem Picardschen Verfahren erfüllt ist, da dort p(x) = Y= 
Constans ist), dann 

5) kann k — 1 in 2) und 3) durch k ersetzt werden. 


Beweis. Wir entuehmen aus der Theorie der sukzessiven 
Approximationen die folgende Ungleichung ?): 


Ana R M*-1 
(20) (MR) gëlle vu rat (EMI Le — |". 


Hier bedeutet: M die Lipschitzsche Konstante für die Funktion 
f(x,y), A die obere Schranke der Werte von |f| in der Umgebung 
des Punktes (x, yọ) und B die obere Schranke der Werte von 
Lët) — y| in der Umgebung des Punktes x,. Aus der obigen 
Ungleichung bekommt man leicht: 


| M* 
21) lp) — gell < fen. (AJs—2,| + B) |e nt 


und mit Hilfe dieser Formel wird schon der Leser selbst den 
Beweis zum Ende bringen. 


Anmerkung 1. Die beiden Sätze können auf Systeme von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen verallgemeinert werden. 


Anmerkung 2. Die Voraussetzung der Existenz einer inzigen 
Lösung der Gleichung (4) ist in unseren Sätzen in gewissem Sinne 
wesentlich, was an folgendem Beispiele gezeigt wird. 


:) Siehe z. B. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
Leipzig (1930), S. 56. 
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Betrachten wir die Differentialgleichung 


d: #—] 
(22) Zn! n e sgn (c” 1), n natürliche Zahl. 
Durch den Punkt (0,0) gibt es (unendlich) viele Integrale dieser 
Gleichung. Eines von ihnen ist 


(23) y = 2", 


Nehmen wir nun als Ausgangsfunktion g,(x) die Funktion = 0, 
so haben wir 


(24) pa(x) = 0 für k=1,2,4,... 


Die Approximationen g,(x) streben dem Integral (23) nicht zu und 
die beiden unseren Sätze gelten nicht mehr. Die Ubereinstimmung 
der Werte der Ableitungen des Integrals (23) im Punkte x = 0 
und der entsprechenden Werte der Ableitungen von gz) gilt nur 
bis auf die Ordnung n, hängt also nicht von k ab. 


Über eine Verallgemeinerung der Leja’schen 
Konvergenz der Doppelreihen 


von 


Agustin Durañona y Vedia 
Buenos Aires. 


In den Mathematischen Annalen Bd. 103 (1930) hat F. Leja!) 
den Begriff der Summe einer Doppelreiche in der Richtung (a, 8) 
in folgender Weise eingeführt: Es sei eine Doppelreihe mit belie- 
bigen komplexen Gliedern 


(1) d'a 


d, J=0 


und ein Paar positiver Zahlen (a, 8) gegeben, wobei a+ 8— 1, 


Es möge mit 2 a; die Summe aller Glieder a,,, deren Indices 
al+-BJ/<A 
der Ungleichung ai +j <A genügen, bezeichnet werden. Dann 


ist durch die Formeln 


o(4)=0 für 4—0, 
(2) ke = Zo d fir 2>0 
ai+-BILA 


die Funktion o(4) für alle 4 >0 definiert*). Die Doppelreihe (1) 
wird nach Leja als in der Richtung (a, 8) zur Summe s konvergent 
bezeichnet, falls der Limes 


lim o(4) = s 
À — co 
existiert. 


1) Siehe auch: Annales de la Soc. Polon, de Mathóm. t. 9, 1931, S. 135—142. 
3) Leja betrachtet die Summen 2 a,;. Für uns wird es nötig sein die 
aithis 


Gleichheit a: + 8j = À auszuschliessen. 
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Wir werden eine Verallgemeinerung dieses Begriffes einführen 
und einige Eigenschaften dieser verallgemeinerten Konvergenz be- 
weisen. Der Bequemlichkeit halber werden wir in der Folge die 


Schreibweise benutzen : 
Żu=2 u. 


(2) a+ BJ<2 


> a,, = > Qij. 


(2.9) pSsal+pi<q 


Definition. Die Reihe (1) wollen wir als in der Richtung 
(a, 8) mit der Summe s CL,-summierbar bezeichnen, wenn der Limes 


e in Jauh), 


(2) 


existiert. Die Leja'sche Konvergenz ist ein Spezialfall dieser Summier- 
barkeit; sie ist mit der Summierbarkeit CL, im Falle 6=—0 identisch, 
Wir werden spater mehrmals folgenden Satz benutzen: 


Satz 1. Für jedes 620 und 4>0 gilt die Gleichheit 


(4) Zafı-"+8Y= (fi tac 


(0) 0 
wo o(t) durch die Formeln (2) definiert ist. 


2 
Beweis. Bekanntlich existiert das Stjeltjes’sche Integral //(t) dat 
0 


für jede in abgeschlossenem Intervalle <0, 4> stetige Funktion f(t), 
weil o(t) in diesem Intervalle von beschränkter Variation ist. Wir 
behaupten nun, dass 


6) N a,l(ai+Biy = P t dolt) 


(2) 


ist, wobei r eine beliebige natürliche Zahl bezeichnet. Um dies zu 
beweisen, wollen wir eine Einteilung des Intervalls <0,2> in n 
Teile durch die Zahlen OSA, <A, <... < AÅ, =À vornehmen und 
es sei dabei für jedes p = 0, 1,...,»— 1, À,,, — À, < 7, won eine 
willkürlich kleine positive Zahl ist. Dann ist offenbar 


n—i 
u | | + + EK 
(6) e? ode tjr = > > ayait 87) l 
(2) pao Mapy) 

und 

| ” . NZ M $ Belg r WM 

Lë a, ai t BI) — 3 di; An = Ah RE d A |a|. 

(Ap Zei) (2244) (Ap Ze) 
Da aber 

7 . 
2 a, = O (p41) — O (Åp), 
Lie Ae A 


4—4zrh"(4,,—4)<rA'""'q, 
so erhält man 


4,=| Ż ay (i+ Bir — loan] 4, < rq: Jia) 
Up À p41) (Ap p41) 


woraus wegen (6) die Ungleichung 


Jaai t biy — Y loh) o) < JA, SrAtn. Ale 
(2) p=0 p=0 (2) 


folgt. Das letzte Glied dieser Ungleichung ist aber beliebig klein, 
wenn nur 7 (bei festem r und À) genügend klein gewählt wird. 
Die Gleichheit (5) ist hierdurch bewiesen. 

Es sei nun P(t) ein beliebiges Polynom. Aus (6) ersieht man, dass 


À 
Ja, P(ai + 6j) = J P(t) dert, 


(4) 


Anderseits folgt aber aus der letzten Gleichung nach dem bekannten 
Satze von Weierstraß über die Annäherung stetiger Funktionen 
durch Polynome, dass 


A 
(7) > a f(ai + Bj) = f ft) dolt) 


(A) 0 


ist, wenn mit f(t) eine beliebige, im Intervalle <0,4> stetige 
Funktion bezeichnet wird. Wird schiesslich in der letzten Formel 


fig =(1—2) mit d=0 


gesetzt, so erhält man die Formel (4), w. z. b. w. 


9 
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Satz 2. Ist die Reihe (1) für ö>0 in einer Richtung (a, 6) 
CL,-summierbar, so ist sie auch für jedes d > d in derselben Richtung 
CLar-summierbar, und beide Summen sind gleich, 


Beweis. Auf Grund des vorigen Satzes genügt es zu zeigen, 
dass der Limes 


A 
: A 
(8) jim f (1—3) do( = für 6>0 
0 
die Existenz des Limes 
A 
ö' 
(9) im f (1—3) do(t()=s for dé 
An 
0 


zur Folge hat. Durch partielle Integration 


Si?) ao = Zaart f (1-7) ozas 


erhält man wegen a(0) = 0 die Formel 


(10) f ( = SE a(x) = y; ( jo CZ da. 


Infolgedessen hat die Funktion 


€ € ev") 
(11) ger (1-5) olx) dx — 8. 


auf Grund der Voraussetzung (8) für y->oo den Grenzwert Null. 
Es möge mit B(p,q) das binomische Integral 


1 
B(p. a = fe (urdu 
0 


und mit k die Differenz 
k=0'—60 


bezeichnet werden. Auf Grund von (11) hat man 


J 
y’. r (y) = dÉ — x)?" a(x) dx — sy’, 
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und daraus folgt durch Multiplikation mit (4—y)*-! und durch 
hierauffolgende Integration in bezug auf y die Gleichung 


4 4 


(12) J (A — y) r(y) dy d — th, 


Wo 
A P A 
ra J = vr J (y — 2) 0(«) d esz = J EE 
0 0 0 


Transformiert man nun das Integral /, mittels der Formel 


bd f(cy) dx] dy = fi Zeiten del dx, so ergibt sich 
0 0 x 


ję = [oe] fr: (4 — y} ol dz. 


2 
Da aber f(y — x)?! (A — y} dy = (A — ERT, B(ó,k), was mit 
0 


Hilfe der Transformation y = x +- u(å — x), wo u eine neue 
Veränderliche bezeichnet, leicht beweisbar ist, so folgt 


À 


8—1 
n= an f era Sage 1-7) o(x) dz, 
oder auf Grund von (10) 
À 
Do he FN 
I, = B(6,k) « z, 48 [ (1-37 300. 
0 


Anderseits kann mittels der Transformation y = Au leicht gezeigt 
werden, dass 


H 
I, af PA — y) dy = 4 B( + 1, k). 
Wird nun berücksichtigt, dass die Symbole B(p,g) der Relation 


p-B(p,)=(p-+g)-B(p-+-1,g) genügen, und dass infolgedessen 
d. B(0, k) =0'- B(0-- 1, k) ist, so ergibt sich aus (12) 


(13) Ten reiden ass) | ( ża ż) a (x) — |. 
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Nun ist aber r(y)->0, für y—>oo. Es gibt also zu jeder 
Zahl > 0 eine Zahl p derart, dass 


ein! Ce für y>p. 


Im Intervalle <0, pœ ist |r(y)| beschränkt, also kleiner als eine 
genügend grosse Zahl M, folglich ist für A> p 


fran < f+ Emren 


pl? 
I, =fra-yraq=wf vU —u} d u = À5.1,, 
0 


0 


wo 


2 1 
d = (a da är fun) du SA. DER 
p 


p/A 


Man enthält demnach aus (13) 


4 
VP Pratt rez JE = 
di 1) a Saul 


Die rechte Seite dieser Ungleichung kann aber beliebig klein 
gemacht werden, wenn nur À als hinreichend gross angenommen 
wird. weil Z, für Â—>co dem Werte Null zustrebt, und weil e 
beliebig klein ist. Folglich ist die Gültigkeit der Formel (9) und 
damit auch der Satz 2 bewiesen. 

Die Doppelreihe (1) wird als durch Rechtecke kon- 
vergent bezeichnet, wenn seine Partialsummen 


i 
X o. 0 
= D ge i El, Lam. 


a=0 pal 


eine konvergente Doppelfolge bilden. Wenn alle s,, einer Unglei- 
chung |s,,| X M genügen, wo M eine feste Zahl ist, wird die 
Doppelreihe (1) beschränkt genannt). Wir werden jetzt einen 
Satz beweisen, durch den ein von F. Leja erhaltenes Resultat 
erweitert wird. 


s) Eine durch Rechtecke (oder im Sinne voo Pringsheim) konvergente 
Doppelreibe ist nicht notwendig beschränkt. 
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Satz 3. Eine durch Rechtecke konvergente und beschränkte 
Doppelreiche mit der Summe s ist in jeder Richtung CL,-summierbar 
mit derselben Summe s 9). 


Beweis. Es sei vorausgesetzt, dass die Partialsummen s,, der 
Reihe (1) folgenden Bedingungen gentigen 
(14) lim s,=s, DECH 


l, J 00 


wo M eine feste Zahl bezeichnet. Da die Glieder einer beschränkten 
Doppelreihe beschränkt sind, so konvergiert die Potenzreihe 


Ż us y = 0AN) Raro 
L J=0 (,J==0 


im Gebiete "EI <1 und |7 <1 absolut. Es möge Een, n = e! 
gesetzt werden, wobei z eine komplexe Veränderliche ist, und a>0, 
8>0, a + ß!=1. Im Gebiete Rz > 0 5) besteht dann die Identität: 


09 


(15) Ż u g (al+80z — (1—e*)(1 — D) 8, € (wit BD: 


4, fest 1,/=0 


Es sei nun in dem ersten Quadranten der Ebene eine Funktion 
s(x, y) durch die Formel 
la, y) = 8, für [r] =i, [y] =) 


definiert, wo [u] = entier u. Im Hinblick auf die Identität 


+1 J+i 
(1— e) (1— et) e 89: — g sa | LJ eler E? dy dx 
4 7 


ersieht man, dass die rechte Seite von (15) die Form 


41 74 


aga $ 84, [eos tonus fi (x, y) e (BYE dz dy 


L Zeg 


4) F. Leja hat Folgenden bewiesen (Ann. de la Soc. Polon. de Math. t. 9, 
1930, S. 137, Betz II): Wenn eine Doppelreiche durch Rechtecke konvergent and 
beschränkt ist, und wenn sie in einer Richtung (oder durch Dreiecke) konvergiert, 
so konvergiert sie in den beiden Fällen zu derselben Summe, 

+) Rz= Realteil von z. 
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annimmt, welch'letztere auf die Form 
a fe] D a ") du|do 
a $ 
0 0 


gebracht werden kann, falls man neue Integrationsveränderlichen u, v 
einführt, wobei: 


u = QT, v = ax + By. 


Anderseits ist die linke Seite von (15) im Gebiete der absoluten 
Konvergenz Rz > 0 dem Limes 


lim a,, EETA 
Frae 
gleich. Da aber die Formel (7), nach Einfübrang des Wertes e" 


für /(t) die Form annimmt: 


(16) lim Fa, et = | en dolt, 

200 A y 
(2) 

so ergibt sich aus (15) die Gleichung 


(17) Teen "ff (=. > 3 ") du dv, 


0 
welche für Rz> 0 gilt. 
Wir werden jetzt folgendes Lemma bentitzen ®): Ist F(t) eine 
für ¿= 0 definierte Funktion, die für £=0 gleich Null, und in 
jedem Intervall <0, t>, wo £>0, von beschränkter Variation ist, 


und existiert dabei für Rz > o das Integral Fe 6" d F(t), so besteht 
0 
für Rz > o die Identität 


Ga O0 


Ze d F(t) = d e“ Ft) dt. 


0 
Wendet man dieses Lemma zweimal auf die linke Seite 
von (17) an, so ergibt sich fir Rz>0 


D 


je do(t) = le ee Äer U ag del di, 


6) Siehe D. V. Widder: Trans. of the Amer. Math. Soc. t. 31, 1929, 
8. 694—743 (insbesondere S. 695 and 706), 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 8 
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und wenn man noch die Bezeichnungen 


(18) y(t) = | fote dx, =! f(t, A 3 "We 


einführt, so nimmt (17) die folgende Form an: 


Jrorra= fiorta 


0 


Wird nun ein von M. Lerch’) erhaltenes Resultat berücksichtigt, 
so geht aus der letzten Gleichung hervor, dass die Funktionen 


p(t), w(t) 


aquivalent sind, d. h. sie sind etweder identisch, oder sie kónnen 
hóchstens in einer Menge von Punkten, deren Mass gleich Null 
ist, differieren. 

Nun soll gezeigt werden, dass 


(19) lim n p(v) = lim © | déi 7 du =s. 


Es ist zunächst zu beachten, dass wegen der Voraussetzung (14) 
r(x,y)=s(z,y) — s>0 für z und y — oo. 
Es existiert demnach für jedes e>0 eine Zahl N derart, dass 


Ir(z,y)| < 5 ist, für x = N und y ÆN, oder 


| ms | 
(20) Uk "le? für u>aN=p, vs—u28N=q. 


Es möge nun das Intervall C0,v>, wo v>p--q ist, in drei 


Teilintervalle <0, p>, <p,v—q>, <v — q,v> zerlegt werden. 
Dann folgt aus der Formel 


eh — tt 7) Jet 


e- -—— -— 


M. Lerch: Acta Mathematica t. 27, 1903, B. 339. 


115 


e D u v — u e e 
wenn man die Funktion dei — =) kurzweg mit r bezeichnet, 


6 
die Ungleichung : 


p "—Q e 
| 
(21) ei oe firidu+} fIrau+, firau 
0 5 KS 


Da nun aber wegen (20) r| < 9 ` ist für p=ZSu=v—q und wegen (14) 
| M v 
me ne ër, NEEN 
so folgt aus te wenn man M + |s| = K setzt, die Ungleichung 
E ] E, K 
ph) —s = | l Kat: ;W—p—9) +5 Szt ERA) 


Ist pun v > -K(p+g=n, so erhält man offenbar |p(v)— s| < e 


für v> v,, und hierdurch ist die Richtigkeit der Formel (19) bewiesen. 
Überdies kann gezeigt werden, dass auch 


(22) lim viel = lim sf olx) dx =s. 


Da nämlich g(v)—s| <e für v> vy, so folgt aus der Aquivalenz 
der Funktionen g(v) und y(v), dass die Ungleichheit 
(23) ip) — s| Le fur v> Ge 
entweder allgemein gilt, oder sie gilt mit Ausnahme der Punkte 
einer Menge E deren Mass gleich Null ist. Ist aber v* ein Punkt 
von E derart, dass v* > vy, so existiert eine Folge {v,} von Punkten, 
die der Menge E nicht angehören und für welche v, > vy, v, —> v*. Die 
Ungleichung (23) gilt nun für die Punkte v,. Da aber die Fun- 
ktion w(v) stetig ist, so gilt diese Ungleichung auch für v==v*, 
und demzufolge ist die Formel (22) richtig. 

Beachtet man nun, dass die Gleichung (10) mit d=1 die 
Form annımmt: 


ft-2)aoo=! fois) de= vw, 


so erhält man wegen (22) 


im LEM d o(t) = s. 


8* 
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Aus dieser Gleichung geht aber auf Grund des Satzes 1 hervor, 
dass die Doppelreihe (1) CL,-summierbar ist. Infolgedessen erscheint 
der Satz 3 bewiesen. 

Zum Schlusse wollen wir noch eine Bedingung angeben unter 
welcher beim Zutreffen der Konvergenz der Potenzreihe 


(24) D uzy = /f(x,y) 

l, j=0 
in dem Dizylinder (e < 1, |y| <1} und bei der Existenz des Limes 
(25) lim je WIZĘ 

z>1,y+ 


für reelle x und y die Reihe Z a, in beliebiger Richtung (a. ß) 
I jes0 


konvergiert. 
Wir knüpfen an die Formel (16) an. Iet die Reihe (24) im 
Gebiete (|x| < 1, |y <1) konvergent, so besteht im Gebiete Rz > 0 


die Gleichung 

J e" deit = X a, orem, 

0 4, J=0 
Wenn also der Limes (25) für reelle x und y existiert, so ist 
für reelle z > O 


00 


(26) lim lrg do(t) =s. 


Es sei nun vorausgesetzt, dass die Koöffizienten a,, reel sind und 
dass bei jedem e > 0 zwei Zahlen p, und À existieren, für welche 
die Bedingung 
(27) olg) —o(p)>—e für p>p, 9—p<p4 
erfüllt ist. Nach einem Ergebnis von O. Szász ®) ist lim o(ż) = s, 
> 

wenn der Limes (26) existiert und wenn die Bedingung (27) erfüllt 
ist. Man gelangt also zu dem 

Satz 4. Wenn die Potenzreiche (24) mit reellen Koeffizienten a,, 
in dem Dizylinder {|x| < 1, ly| < 1} konvergiert, und wenn der 


Limes (25) für reelle x und y existiert, so konvergiert die Reihe z M, 
Lie) 


in der Richtung (a, B) gegen s, falls nur die Bedingung (27) erfüllt ist. 


°) O. Szasz: Sitsungsber. der Math. Abt. der Bayer. Akad. der Wies, su 
München, 1929, S. 325—340 (insbesondere S. 332). 


Comptes-rendus et analyses. 


Eug CARTAN, Professeur à la Sorbonne, Membre de l’Institut. 
La méthode du repère mobile, la théorie des groupes continus et les 
espaces generalises. 

Dans cet excellent ouvrage, l’auteur, en se plaçant au point 
de vue général où la géométrie apparaît comme la théorie de cettes 
propriétés des figures définies dans un espace à n dimensions qui 
sont invariantes par rapport aux transformations constituant un 
groupe déterminé, développe la théorie générale de la méthode qui 
contient comme cas particulier celle du triódre mobile appliquée 
par G. Darsoux avec tant de succès dans l'étude des courbes et des 
surfaces situées dans l'espace euclidien ordinaire à trois dimensions. 
Avant d'aborder le cas général, l'auteur envisage quelques cas parti- 
culiers, ce qui facilite grandement l'intelligence de la théorie générale. 

HENRI Carran, Professeur à la Faculté des Sciences de Strasbourg. 
Sur les groupes de transformations analytiques. 

Cet ouvrage constitue une trés importante contribution à la 
question de savoir si tous les groupes abstraits (à p paramètres) 
sont des groupes de Lie. 

L'auteur obtient des résultats particulièrement complets en ce 
qui concerne les groupes de transformations pseudo-conformes (c'est 
à dire de transformations analytiques dans le domaine complexe). 

(GEORGES BoULIGAND, Professeur à l’Université de Poitiers. Rela- 
tions d'incertitude en Géométrie et en Physique. Avec une préface 
de M. Louis de BRoGLIE, 

Cet ouvrage se rapporte aux fondements des Sciences phy- 
siques puisque l’auteur s’y occupe des considérations qui font douter 
certains savants de la valeur absolue du déterminisme dans les 
sciences susdites. L'auteur est conduit à envisager l'intervention de 
„relations d'incertitude“ dans trois domaines différents: 

1° En mécanique de l'atome, d'après les travaux classiques 
d'HEISENBERG et PAULI; 
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20 En théorie classique de la diffusion, d'après les dévelop- 
pements mathématiques de R. Furra; 

3° En géométrie, dans l’étude de la dépendance, vis-à-vis d'un 
point de la courbe, de la direction de la tangente en ce point. 

Etant donné l’importence du sujet il eut été, nous semble-t-il, 
utile pour la Science si le savant auteur, sans se borner à présenter 
une esquisse de ses idées, les avait développées d’une façon détaillée. 

G. BovLiGANb, Prof. à la Fac. des Sciences de Poitiers, G. Giraun, 
Prof. à la Fac. des Sciences de Clermont-Ferrand et P. DeLENs, 
Prof. agrégé au Lycée du Havre. Le problème de la dérivée oblique 
en théorie du Potentiel. 

L'extrait suivant de la préface à cet ouvrage due à M. Elie 
Cartan donnera une idée de ce trés intéressant ouvrage. „Dans une 
première Partie, qui peut être regardée comme une Introduction 
générale, M. Georges Bouligand expose sous ses différents aspects le 
problème de la dérivée oblique dans la théorie du Potentiel. Dans 
la seconde Partie, M. Georges Giraud donne, sous des conditions trés 
générales, une solution rigoureuse de ce problème dans le cas régulier. 
Enfin dans une troisième Partie, M. Paul Delens expose la théorie 
géométrique des congruences des courbes dans ses rapports avec le 
problème homogène de la dérivée oblique“. 

LiNDELOF-ULLRICH. Einführung in die höhere Analysis. 1934. 
Leipzig und Berlin, Verlag von B. G. Teubner. 

Le titre de cet ouvrage, rédigé en allemand par M. Ullrich 
d’après la première édition suédoise et la seconde édition finoise, 
indique suffisamment le but que le célèbre auteur avait en vue. 
Ainsi que le nom de l’auteur le faisait prévoir, l'ouvrage présente 
de rares caractères de perfection. 

J. H. M. WEDDERBURN. Lectures on Matrices. American Mathema- 
tical Society, Colloquium publications, vol. XVII, 1934. 

On trouvera, dans cet ouvrage, une exposition tres claire de la 
théorie des matrices ainsi que de tres intéressantes indications sur 
l’histoire de cette théorie et une bibliographie bien complète. 

Marston Morse. The Calculus of Variations in the large. Ame- 
rican Mathematical Society, Colloquium publications, vol. XVIII. 

L'auteur, au lieu de n'envisager que des méthodes du calcul 
des variations dont la validité est bornée à un domaine assez petit, 
étudie, au contraire, des méthodes qui permettent de s'affranchir de 
la restriction précédente. 
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Les dómonstrations des thćoremes que l'on rencontre dans 
l'ouvrage considéré, sont remarquablement rigoureuses et reposent 
sur des hypothèses aussi peu restrictives que la science moderne 
le permet. 

RAYMOND E. A. C. PALEY and NoRBERT WIENER. Fourier Trans- 
forms in the complex domain. American Mathematical Society, Collo- 
quium publications. Vol. XIX, 1934. Les nombreuses questions 
étudiées dans cet ouvrage se groupent principalement autour des 
diverses conséquences du théorème suivant dp à M. Plancherel. 

Lorsqu'une fonctiton f(x) est telle que l'intégrale 


ywa 


ait un sens, il existe une fonction g(x) telle que l'intégrale 


+00 
Fr Ig(z)? dx 


ait un sens et que l’on ait: 


+o +4 e 
lim d ad — Bay? | aler" dx) du = 0. 
—00 | — À | 
Gropors BouLIGAND. Professeur a la Faculté des Sciences de 
Poitiers. Premières leçons sur la théorie générale des groupes. Paris, 
1935, chez Vuibert. 


Cet ouvrage a pour but de familiariser le lecteur avec la 
notion de groupe en lui présentant les diverses théories où cette 
notion se présente. 

Ce but est atteint par le choix judicieux des exemples très 
variés que le savant auteur étudie. L'étude de l'ouvrage considéré 
engagera le lecteur à étudier à fond les théories qui y sont esquissées 
d'une façon très attrayante. 


Nouveaux faseienles du „Memorial des Sciences mathé- 
matiques“ (Chez Gauthier-Villars & C'°, Paris, Quai des Grands- 
Augustins, 55) !). 


1) Voir le T. XI de ces Annales. 
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Les titres des fascicules que nous avons à mentionner indiquent 
suffisamment la nature des sujets traités. D'autre part, disposant 
d'une place strictement limitée, nous nous bornerons à énumérer 
les titres des fascicules en question en indiquant, bien entendu, le 
nom de l’auteur de chaque fascicule. 

Fascicule LX. Propriétés générales des groupes discontinus, 
par M. Tu. Gor, Professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers. 

Fascicule LXI. Points singuliers des équations différentielles, 
par M. H Dotac, Professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. 

Fascicule LXII. Gravifique, Groupes, Mécanique, par M. A. 
Buxz, Professeur à la Faculté des Sciences de Toulouse. 

Fascicule LXIII. Les courbes de la variété générale à n di- 
mensions, par M. VACLAV HLAVATY, Professeur à l’Université Charles 
de Prague. 

Fascicule LXIV. Les corps algébriques et la théorie des idéaux, 
par M. O. One. 

Fascicule LXV. La balistique extérieure, par M. R. D’Anntuar. 

Fascicule LXVI. Théorie générale des polynomes orthogonaux 
de Tchebichef, par M. J. Suonar (Jacques Chokhate), Professeur 
a l'Université de Pensylvanie. 

Fascicule LXVII. Les transformations birationnelles de l espace, 
par M. Lucien (GoDEAux, Professeur à l’Université de Liège, Corres- 
pondant de l’Académie royale de Belgique. 

Fascicule LXVIII. Domaines fondamentaux des groupes fuch- 
siens et automorphes, par M. Tu. Gor, Professeur à la Faculté des 
Sciences de Poitiers. 

Fascicule LXIX. Applications des équations intégrales (appli- 
cations statistiques), par M. V. A. KosrrziN. 

Fascieule LXX. Méthodes modernes d’integration des équations 
aux derivées partielles du premier ordre à une fonction inconnue, 
par M. SALTYkow, Professeur à l’Université de Belgrade. 

Fascicule LXXI. Géométrie injinitésimale directe et physique 
mathématique classique, par M. G. BotLieaNp, Professeur à la Faculté 
des Sciences de Poitiers. 

Fascicule LXXII. Solutions exactes des équations du mouvement 
des liquides visqueux, par M. A. RosENBLATT. 

Fascicule LXXIII. Approximation by Polynomials in the 
complex Domain, by J. L. WALSH, Associate Professor of Mathe- 
matics in Harvard University. 
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15. I et 29. I A. Rosenblatt: Sur l'équation n-harmonique 
(Cf. la note Sur les équations n-harmoniques non linéaires à deux va- 
riables indépendantes, C. R. de "Ac. des Sci., 198 (1934), p. 633 et suiv). 

22. I. S. Turski: Sur l'unicité et la limitation des intégrales 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre (voir ces 
Annales. XII (1935)). 

5. II. T. Wazewski: Sur le domaine d'exisience des intégrales 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre (Cf. Bulletin 
des Se. Mathém. 59, p. 1). 

12. II. S. Turski: Sur les caractéristiques des équations aux 
dérivées partielles du second ordre. 

19. II T. Ważewski: Sur la limitation et l'unicité des 
intégrales de certaines équations aux dérivées partielles. 

26. IL A. Rosenblatt: Sur l'équation biharmonique non 
linéaire à deux variables indépendantes dans un domaine génér:l 
(Cf. C. R. de l’Ac. des Sci, 198 (1934), p. 1110 et suiv.). 

12. II. W. Wilkosz: Sur la possibilité de fermer des corps 
algébriques arbitraires (Le texte de cette communication sera inséré 
daus ces Annales). 

7. V. E. Stamm: Joseph Naronowicz-Naroński, un mathé- 
maticien polonais oublié du XVII siècle. 

11. VI. T. Ważewski. Extension aux systèmes d'équations 
différentielles du théorème de Montel sur l'intégrale supérieure 
(Voir ces Annales, XII, p. 72—80: Eine Verallgemeinerung des 
Montel’schen Satzes über das Maximal und Minimaltntegral auf Systente 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen). 

15. X. A. Rosenblatt: Sur l’application de la méthode des 
approximations successives de M. Picard à l'étude des équations 
du 29 ordre elliptiques et non linéaires à trois variables indépendantes 
(C. R. de lAc. des Sci, 199, p. 921 et suiv.). 

22. X. T. Ważewski: Sur l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre. 

29. X. W. Wilkosz: Sur le theoreme de Steinitz dans la 
théorie des corps algebriques. 
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Le théorème appelé le thóoreme fondamental de Steinitz, énoncé en 1911, 
a été muni par lui d'ane démonstration insérée dans son mémoire intitulé Theorie 
der algebraischen Kórper" (édité a nouveau en 1930 par Hasse et Baer). Le 
théorème de Steinitz est répété par les autres auteurs sans changements essen- 
tiels. Le conférencier montre que la démonstration de Steinitz s'appuie sur des 
méthodes de la théorie des ensembles, soumises a des critiques annihilantes pendant 
les dernières dizaines d’annees. Elle est en désacord surtout avec le principe 
d'homogóneGite sous n'importe quelle forme, observé aujourd'hui par tous. Comme, 
malgré les plus granda efforts, il n’a pas été possible de remplacer les méthodes 
douteuses par d’autres, n'étant plus sujettes à la critique, le conférencier considère 
que la valear du raisonnement de Steinitz ne suffit pas à reconnaitre le théo- 
rème en question comme ayant été démontré jusqu'a present. 


5. XI 1934. W. Wilkosz: Sur la relativisation de la logique 
des propositions. 

La relativisation de la logique des propositions consiste a: 1° adjoindre aux 
postulats de la théorie des propositions des prómisses stipalant que les symboles 
faisant partie de ces postulats sont des propositions, l'idée d’ „être une proposition“ 
étant primitive; 20 imposer aux systèmes déductifs la nécessité de décider lesquelles 
des expressions apparaissant dans la déduction peuvent étre considérées comme 
des propositions; 3° a réduire ce qu’on appelle la logique des propositions a un 
certain nombre de règles (= modes d'infórence) indispensablea, En même temps 
on introduit un systeme de postulate dans lequel l'implication est une notion 
primitive et il apparaît la possibilité de simplifier le principe de substitution jusqu'a 
la règle ,on peut substituer n'importe quoi“. 


12. XI T. Ważewski: Sur l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre essentiellement non linéaire. (Voir ce volume, 
p. 10 et suiv.). 

10. XII. W. Wilkosz et A. Bielecki: Les propriétés des 
domaines de Green, I* partie (a paraître dans ces Annales). 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique. 


Section de Poznañ, année 1934. 


11. V. K. Abramowicz: Sur la sommabilité des séries 
d'après Knopp. 

30. XI K. Abramowicz: Une généralisation du théorème 
de Markoff. 

En outre, les membres de la section de Poznań ont fait les 
conférences suivantes au XIV* Congrès des Médecins et des Natura- 
listes Polonais tenu à Poznań en septembre 1933: 
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M. Denizot: Sur la trigonométrie de Śniadecki, 

— Sur la chute des corps non rigides. 

Z. Krygowski: Les méthodes de Weierstrass dans la théorie 
des fonctions elliptiques, 

— Sur on problème de la théorie de la représentation conforme. 

M. Biernacki: Sur la représentation conforme, 

— Sur les propriétés asymptotiques des intégrales des équations 
différentielles linéaires. 

Z. Zawirski: Sur le rapport de la logique multivalente au 
calcul des probabilités. 

K. Abramowicz: Sur les fonctions automorphes, 

— Sur la dérivée d'une fonction implicite. 

W. Ślebodziński: Sur les invariants intégraux des systèmes 
d'équations différentielles ordinaires du second ordre. 

M. Kryzan: Sur le problème de l’applatissement de la terre. 

Mis L. Seipeltöwna: La solution de l'équation du 5° degré 
au moyen des séries hypergéométriques. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique. 


Section de Wilno, année 1934. 


29. I. S. Kempisty: Sur les dérivées extrèmes des fonctions 
d'une et de plusieurs variables (Journ. of the London Math. Soc.. 9, 
1934. 303—308). 

5. II. K. Matulewicz: Sur le nouveau programme de 
mathématiques dans les lycées. 

5. IH. A. Zygmund: Quelques inégalités dans la théorie des 
fonctions analytiques (Trans. Amer. Math. Soc, 36, 1934). 

12. III. S K. Zaremba: Sur les singularités des équations 
différentielles ordinaires du premier ordre (C. R. de l’Ac. des Sci., 198, 
Paris, 1934, 790—792). 

30. IV. S. Kempisty: Les fonctions absolument continues 
sur un ensemble (Sur la totalisation des fonctions de deux variables, 
C. R. de l’Ac. des Sci, 198, Paris. 1934, 2060—2062). 

5. XII S. K. Zaremba: Sur une extension de la notion 
d'óquation différentielle (C. R. de l'Ac. des Bei, 199, Paris 1934, 
040 —548). 
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Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique. 


Section de Varsovie, année 1933. 


[Abreviations: C. R. = Comptes Rendus des séances de l'Académie de Sciences 
(Paris); C. R. de Varsovie — Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences 
et des Lettres de Varsovie, cl. III; Fund. Math. = Fundamenta Mathematicae|. 


13. I. K. Menger (Wien): „Einige neuere Ergebnisse des 
Wiener Mathem. Kolloquiums“. 

20. I. O. Nikodym: „Sur l’existence du potentiel uniforme 
sur une surface de Riemann quelconque“ [Bulletin de la Société 
Mathematique de France 61 (1933), p. 220). 

10. IT. B. Knaster et S. Mazurkiewicz: „Sur un pro- 
bleme concernant les transformations cuntinues“. [Fund. Math. 21 
(1933), p. 85]. 

E. Szpilraju: „Sur une elasse de fonetions holomorphes* 
[Cf. S. Kierst et E. Szpilrajn: „Sur certaines singularités des 
fonctions analytiques uniformes“, C. R. 196 (1933), p. 1453 et Fund. 
Math. 21 (1933), p. 276]. 

17. I. K. Zarankiewiez: „Uber doppelt-zerlegende Pun- 
kte* [Fund. Math. 23 (1934) p. 85]. 

S. Kierst: „Sur une classe de fonctions holomorphes* [Cf. 
S. Kierst et E. Szpilrajn lej 

24. II. S. Mazurkiewicz: „Über nicht plattbare Kurven“ 
[Fund. Math. 20 (1933, p. 281]. 

A. Lindenbaum: „Sur le „problème fondamental“ du jeu 
d'échecs“. 

Soit donnée une position des pièces sur l'échiquier. On démande quel sera le 
résultat de la partie, en supposant un jeu idéal des deux partenaires, s’il existe pour 
l'un d'eux la possibilité de gagner, quelle que soit la défense de l'adversaire, — 
indiquer la tactique convenable a son jeu (et aussi „la meilleure défense“ de 
l'adversaire) !). 

C'est le problème fondamental du jeu d'échecs, ainsi que des autres jeux 
dans lesquels n'intervient ni le hasard, ni l'habileté physique du joueur, et daus 
lesquels les coups succe:sifs de l'un des partenaires sont connus a l’autre. Une 
znalyse directe do ce probleme est extrémemert pénible, pratiquement irrealisable 
(bien entendu, a l'exception des jeux tres simples). 


1) Cf W. Ahrens: Mathematische Unterhaltungen and Spiele, I (3 éd., 1921), 
p. 164—170, 399—400; íI (2 éd., 1918), p. 336— 337. 
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Grâce a la nouvelle thóorie générale des jeux du type décrit (Zermelo, 
v. Neumann, D. König, Kalmar), on peut définir précisément des notions con- 
venables et on peut montrer que!) pour une disposition quelconque des pièces il 
est en fait possible: 1) de déeider lequel des partenaires doit gagner, 2) de lui 
en indiquer la meilleure voie, ete. 

Quoique le problóma se laisse resoudre d’une façon complètement effective et 
finitiste, on ne peut pas pourtant donner une réponse categorique et directe (oui-non) 
à la question suivante: si l'on sort de la position initiale des pièces sur l'échiquier, 
leqnel des trois cas doit-il se produire: a) le partie est gagnée par les Blancs, 
b) par los Noirs, e) la partie est nulle? — Car il faudrait se servir d'une méthode 
facile, même triviale, mais pratiquement très longue et compliquée: le „calcul“ 
à effectuer exigerait des milliers d'années. 

Nous y voyons un excellent exemple de la profonde différence qu'on peut 
souvent observer entre une solution suffisante du point de vue de la théorie pure, 
et ane solution propre aux applications. C'est en même temps une illustration 
d'une certaine insuffisance des postulats finitistes. 

Il eat A remarquer qu'il existe (parmi les jeux peu connus) des jeux qui ne 
sont plus triviaax du point de vue da mathématicien pur. 


3. III. W. Sierpiäski: „Sur un problème de la théorie des rela- 
tions“ [Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (2) 2 (1933), p. 285]. 

J. Spława-Neyman: „Sur les méthodes statistiques indć- 
pendantes des probabilités a priori“. 

10. III. W. Sierpiński: „Sur une propriété caractéristique 
des ensembles non dénombrables mesurables ( B)“. [Bulletin de l'Acad. 
Polon. 1933, p. 276). 

A. Lindenbaum: „Sur les superpositions des fonctions re- 
prósentables analytiquement“ [Fund. Mat. 23 (1934), p. 15 et 304], 

17. III. S. Straszewicz: „Zur Theorie konvexer Körper“. 

Es sei K ein konvexer Körper im Fa. Ein Begrenzugspunkt p von K heisse 
ein exponierter Punkt von X, falls eine (n — 1)-dimensionale Stiitzebene an A 
existiert, die nur p mit K gemeinsam hat. Uber die Menge E der exponierten 
Punkte von K gelten die Sätze: 1) E enthalt steta n-+1 Punkte, die nicht iu 
einer (n — 1)-dimensionalen Ebene liegen; 2) die abgeschlossene Hülle Æ ist der 
Dorchschnitt aller Punktmengen, deren konvexe Hülle K ist; 3) die Menge der 
extremen Punkte von Minkowaki ist zwischen E und Æ enthalten, braucht 
aber mit keiner dieser Mengen zusammen zu fallen; 4) der Minkowski’sche Satz 
über die Approximation konvexer Körper durch Polyeder, deren Ecken extreme 
Punkte dieser Körper sind, kann in dem Sinne verschärft werden, dass man darum 
extreme Punkte durch exponierte ersetzen kann. 

H. Szmuszkowiczówna: „Un théorieme sur les polynó- 
mes et son application a la theorie des fonctions quasi-analytiques“ 


[C. R. 198 (1934), p. 1119]. 


1) Chez les auteurs cités cette question n'est pas posée explicitement. 
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24. III. F. Leja: „Sur certaines limites relatives aux poly- 
nëmen de Lagrange et aux ensembles fermés [Bull. Acad. Polonaise, 
1933, p. 281]. 

31. II. W. Sierpiński: „Sur les constituantes des ensembles 
analytiques“ [Fund. Math. 31 (1933), p. 29). 

W. Sierpiński: „Sur une propriété des fonctions qui n’ont 
que des discontinuités de |-ere espèce“ [Bull. Acad. Roumaine 16 
(1933), p. 1]. 

S. Mazurkiewicz: „Sur les ensembles de capacité nulle 
et les ensembles H“ |Fund. Math. 21 (1923), p. 59]. 

21. IV. W. Sierpiński: „Sur le recouvrement du plan par 
une infinitć dénombrable des courbes congruentes* [Fund. Math. 
21 (1933), p. 39]. 

S. Kierst et E. Szpilrajn: „Sur certaines singularités des 
fonctions analytiques uniformes“ [l. el 

5. V.S. Mazurkiewicz: „Sur la décomposition du plan 
en courbes“ [Fund. Math. 21 (1933), p. 43]. 

E. Szpilrajn: „Sur certains invariants de l'opération (4)*. 
[Fund. Math. 21 (1933), p. 229]. 

W. Sierpiński: „Remarque sur un probleme de M. Ba- 
nach“. 

19. V. F. Leja: „Sur les séries de polynômes homogènes“ 
[Rendiconti di Palermo 58 (1934), p. 144]. 

S. Mazurkiewicz: „Sur un probleme de M. Borsuk* 
[C. R. de Varsovie 26 (1934), p. 68]. 

Z. Charzyński: „Sur un problème de M. Steinhaus“. 
(Cf. Z. Charzyński: „Sur les fonctions dont la dérivée symć- 
trique est partout finie“, Fund. Math. 21 (1933), p. 21]. 

2. VI. C. Kuratowski: „Sur les théorèmes topologiques de la 
theorie des fonctions de variables réelles“ jC. R. 197 (1933), p. 19]. 

9. VI. W. Sierpiński: „Une proposition équivalente a l’hy- 
pothese du continu“ [Publications Mathém. de l’Univ. de Belgrade 
2 (1933), p. 17]. 

— „Sur les espaces métriques localement separables* [Fund. 
Math. 21 (1933), p. 107]. 

— „Sur une fonction universelle pour les fonctions de Baire* 
[Bull. Matem. de la Société Roumaine des Sciences, 35 (1933), p. 225]. 

23. VI. C. Kuratowski (Lwów): „Sur certaines propriétés 
des ensembles F, et G;“. 
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K. Borsuk: „Zur Dimensionstheorie der lokal zusammen- 
ziehbaren Räume“ [Math. Annalen 109 (1934), p. 376]. 

H Grużewska: „The precision of the weighted average“. 
[Annals of Math. Statistic 1933]. 

W. Sierpiński: „Remarque sur l’axiome du choix“. 

6. X. A. Tarski: „Uber die Grundlagen der Methodologie 
der deduktiven Wissenschaften“ IO R. de Varsovie 1934]. 

S. Mazurkiewicz: „Uber die Grondlagen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung I“. [Monatshefte für Mathem. u. Physik, 41 (1934), 
p. 343]. 

13. X. Z. Charzyński: „Sur les fonetions dont la devivee 
symétrique est partout finie“ |Fund. Math. 21 (1933), p. 214]. 

F. Szpilrajn: „Remarque sur la dérivée symétrique“ [Fund. 
Math. 21 (1933), p. 226; cf. Fund. Math. 22 (1934), p. 319]. 

20. X. W. Sierpiński: »Sur une suite décroissante trans- 
finie d'ensembles F,“ [C. R. de Varsovie 26 (1934). p. 8]. 

— „Sur la convergence uniforme. 

27. X. S. Kierst: „Sur les valeurs asymptotiques des fonc- 


tions méromorphes“. 

[Un point a de la sphere de Riemann est une valeur asymptotique d'une 
fonction f(z), móromorphe dans le cercle-unite U, lorsqu'il existe an chemin con- 
tinu, contenu dans U et tendant vers la frontière de U, sur lequel f(z) tend 
vers ol M. K. démontre qu'il existe pour tout ensemble analytique (an sens de 
M. Lusin) E de pointa de la sphere de Riemann — une fonction méromorphe 
dans U, dont l'esemble des valeurs asymptotiques coïncide avec E 


10. XI. F. Leja: „Sur une fonction positive d'ensemble fermé“ 
[C. R. 197 (1934)|. 

W. Ślebodziński (Poznań): „Sur les espaces basćs sur 
la notion d’élement“. 

17. XL S. Mazurkiewicz: „Über die Grundlagen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 11“ [Monatshefte für Mathem. und Phy- 
sik, à paraître]. 

Z. Waraszkiewiez: „Sur un problème de M. Hahn“ 
|Fund. Math. 22 (1934), p. 180]. 

24. X. C. Kuratowski (Lwów): „Sur une généralisation 
de la notion d'homóomorphie* [Fund. Math. 22 (1934), p. 206]. 

W. Sierpiński: „Sur une extension de la notion d’homeo- 
morphie“ [Fund. Math. 22 (1934), p. 270). 

— „Remarque sur les types de dimensions“. 


1. XII. S. Mazurkiewicz: „Les moyennes translatives et 
la loi de Gauss“ [Bull. Acad. Polonaise 1934, p 1]. 

S. Lubelski: „Der jetzige Zustand der systematischen 
Zahlentheorie. I. Entwicklung der Poincarć'schen Ideen“, 

Nach einer von Poincaré ausgesprochenen Idee (s, H. Poincaró: La 
science et la móthode, Avenir des Mathómaitqnes, oder Atti d. IV Con. inter. d. 
Mat. S. 175) wäre es wohl möglich die Schwierigkeiten der Zahlentheorie durch 
Schaffung eines dieses ganze Gebiet umfussenden Systems su überwinden. Zu die- 
sem Zweck> rät er, diese Wissenschaft den anderen mathematischen Di-ziplinen, 
wo die Stetigkeit eine Rolle spielt, methodologisch zu nähern. Dabei hat Poincaré 
auf die Kongruenztheoria hingewiesen und den Gedanken geäussert, das dieses 
Kapitel der Zablentheorie dazu besonders geeignet ist. 

Das Ziel des vorliegenden Referate ist, gerade die elementaren Eigen- 
schaften der Theorie der algebraischen Gleichungen auf die Kongruenztheorie zu 
übertragen. 

Die Darbouxschen (Darbonx, Bull. de sc. math. et astr. B. X und XII, 
1876, 1877) und Weierstrass-Rouch6schen !) Satze können z. B. gänzlich 
auf die Kongraenztheorie (mod. p), wo p eine ungerade Primzahl ist, übertragen 
werden. Es wird dazu die Resultante zweier ganz rationalen Polynome mit ganz- 
zahligen Koeftisienten in der Sylvesterschen Determinatenform betrachtet und 
ihr Rang (mod. p) bez. ihre Hauptminoren 8. 1) erörtert. Als Anwendung dieser 
Sätze erhalten wir unter anderem eine Verallgemeinerung des Euklidischen 
Primsahlsatzes : 

„Jede endlich viele beliebige ganz-rationale Polynome mit ganzzabligen 
Koeffizienten haben unendlich viele gemeinsame Primteiler der Forn ne LI. wo 
n eine beliebige natürliche Zahl ist“. 

Als andere Anwendung erhält man, den für die Zahlentheorie charakteri- 
stischen (in der algebraischen Gleichungstheorie keine Parallele findenden) Satz: 

„Damit die ganz-rationale Polynome f(x) und g(x) mit ganzsahligen Koef- 
fizienten (mod. p), wo p eine unger:de Primzahl ist, einen gemeinsamen Teiler 
mindestens zweiten Grades haben sollen, ist es notwendig, dass ihre Resultante 
durch p? teilbar sei“. 

Ist f(x) = x" — a, so transformiert sich die Sylvestersche Determinante 
in eine „Hyperzyrkulante* (für a = 1 zyklische Determinante) und wir erhalten 
somit ala Folgerung 

1) Verallgemeinerungen der König-Radischen-Kroneckerschen Kri- 
terien (s. L, Dickson: History of Numbers I, Washington 1919 S. 226) für die 
Existenz von Wurzeln in einer Kongruens, 

2) Widerlegung eines Bachman nschen Kriterinma (a. P Bachmann: 
Das Fermatproblem... Leipzig und Berlin 1919 S. 58) bezüglich der Lösbarkeit 
der Fermatschen Gleichung (I) z” + y” + 2” = 0; (p, ryz) =1. Es wird von mir 
nämlich bewiesen, das die zyklische Determinante k ws Gei Ka? Kap 
für p = 7 stets durch ps teilbar ist. Dabei ist zu beachten, dass, wie Bachmann 


) Rouché: Nouv. Annales d Math. 2° serie B. XVI, 1877. 
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bewiesen hat, diese Determinante, wenn die Gleichung (I) lösbar ist, nur darch 
p? teilbar ist. 

Es werden noch andere f'ragen gestreift, wie : 

1) der Zusammenhang der Kongruenztheorie mit den rekurrenten Reihen 
und zwar abzählt Ref. für die Glieder dieser Reihen die Lange der kleinsten Pe- 
riode (mod. p) (bekanntlich wiederholen sieh die Glieder periodisch). Diese Frage 
ist unter anderen von Interesse für die Lückentheorie der Taylorschen Reihen 
und auch für ein Problem der Himmelsmechanik. 

2) die Niitzlichkeit der Ubertragung der Galoischen Theorie auf die Kon- 
gruenztheorie. Dabei wird dies auf die Theorie der kubischen Kongruenzen ange- 
wandt and diese Theorie ausführlich besprochen. 

3) das Hilbertsche Problem Kongruenzen su finden, welche algebraiseh 
irreduzibel ist, doch (mod. p) stete reduzibel sind. 

Auf die obigen Probleme wird Ref. noch in den folgenden Referaten aus- 
führlich eingeben. 


9. XIL Z. Łomnieki i S. Ulam (Lwów): „La mesure dans 
les espaces combinatoires et son application au calcul des probabi- 
lités“ [Fund. Math. 23 (1934), p. 237). 

15. XI. W. Sierpiński: „Sur la superposition de fonctions 
qui jouissent de la propriété de Baire* [Fund. Math. 22 (1934), p. 21]. 

W. Wolibner: „Sur les coëfficients des fonctions analytiques 
univalentes“. 


1 
1) Soit f(z) = Æ b„z”, b, =1, une fonction holomorphe a l'extérieur du 


m 
cerele À de rayon 1 et de centre a l'origine. Soit Pn(z) = Zar, Pm [f(2)] = 
k=l 


m 
= J ES, où cf est un polynome des eoëfficients b, et ou, Pour que la fonction 
{= — o 


f(z) soit univalente à l'extérieur de K, il faut et il suffit que pour tout nombre 


naturel x soit remplie l'inégalité Z l: |c7 |? > 0, les coëfficients ag, k = 1,2 ...m 
c=— mMm 


étant des nombres complexes arbitraires. 


2) Corollaire. Quelque soit la condition nécéssaire pour que la fonction f(z) 
soit univalente a l’exterieur de K, exprimée par une inégalité W = 0, où W dé- 
signe un polynôme des variables bq ou des leurs parties réelles et imaginaires, il 
existe, pour tout e < 0, un nombre uatarel m tel que linégalité W = — e est une 
conséquence de l'inégalité Z /*|e/” 3-0, lea coëfficients ag, k = 1,2... m, étant 

Cm -Mm 


dea nombres complexes arbitraires. 


2 


3) Si la fonction f(z) est univalente à l'extérieur de K, on a bal 
l'inégalité ne pouvant pas être renforcée. 


4) Si la fonction f(z) est univalente à l'extérieur de K et ai b, = b_, = 


2 
=..b_w-y=0, on a |dua| < Fest l'inégalité ne pouvant pas être renforcée. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 9 
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2 
n+1 
nécessaire pour que la fonction /(z) soit univalente a l'extérieur de K. 
Il est a remarquer que l'hypothèse analogue |b,| <n de M. Bieberbach, 
poar l’intérieur du cercle X, en découle. 


29. XII. W. Sierpiński: „Sur un problème de M. Kura- 
towski concernant la propriété de Baire des ensembles“ [Fund. 
Math. 22 (1934), p. 54]. 

H. Grużewska: „Sur la décomposition des prix du terrain“ 
[Kwartalnik Statystyczny 1934]. 


5) M W. fait l'hypothèse que l'inégalité b_,| < est une condition 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique. 


Section de Varsovie, année 1934. 


[Abréviations: F. M. = Fundamenta Mathematicae; C. R. — Comptes Rendus des 
Séances de l’Académie des Sciences (Paris)|. 


12. I. W. Sierpiński: „La propriété de Baire et l’homéo- 
morphie généralisée“ [F. M. 22 (1934), p. 262]. 

— „Sur un problème concernant la continuité uniforme“. 

E. Szpilrajn: „Remarque sur un problème de la mesure“ 
[Cf. „Remarques sur les fonctions complètement additives...* F. M. 
22 (1934), p. 303] 

— „Remarques sur les ensembles plans fermés“. 

Soient: I — l'intervalle 0< æ< 1; J — le carré O<xz<1, Oy <<]; 
2! l’espace des sous-ensembles fermés de 1, métrisé a laide de la formule connue 
de M. Hausdorff. 

F étant un ensemble plan, désignons par D(F) la famille de tous lea inter- 
sections de F' avec les droites parallèles a l'axe de y. 

I. F étant un sous-ensemble fermé de J, la famille D(F) constitue un 
sous-ensemble analytique de 2! 

II. A étant un sous-ensemble analytique de 2/, sl existe un sous-ensemble 
fermé F de J et une famille au plus dénombrable B de sous-ensembles fermés 
de 1 — tels que D(F) = À + B. 

III. Il existe un sous-ensemble H de 2!, étant un Gy et tel que pour tout 
ensemble fermé FC J et tout ensemble fini (ou vide) BC 2! on a D(F) + H +8. 


19. I. H. Szmuszkowiezöwna: „Un théorème sur les 
polynömes et son application à la théorie des fonctions quasi-ana- 
lytiques* IC R. 198 (1934), p. 1119). 
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A. Lindenbaum: „Sur le nombre des invariants des familles 
de tranformations arbitraires“, 

K etant une famille quelconque de fonctions univoques (pas nécessairement 
biunivoques), on dira que deux ensembles X et Ÿ sont comparables relative- 
ment à K, lorsqu'une fonction de K transforme Don d'eux en l’autre (X en Y 
ou Yen X). 

A la séance du 16. I. 1931'), M. L. a démontre (a l'aide de l’axiome du 
choix, mais sans avoir recours A aucune hypothèse non démontrée sur les nombres 
cardinaux) qu'il existe une classe de puissance 2° (c = la puissance du continu) 
formée d'ensembles linéaires incomparables deux a deux relativement a la famille 
des transformations continues. 

M. L. démontre à présent le théorème suivant (obtenu en 1932): Soit 
M — an espace de puissance m, m étant an nombre cardinal infini tel que poar 
n< m on a 27 <m, K — une famille de puissance = m de fonctions quelconques: 
alors il existe 27 ensembles de puissance m (contenus dans M) incomparables 
relativement a K7). 

L'hypothese de ce theoreme peut être encore affaiblie et on parvient p. ex. 
au corollaire: K étant la famille des fonctions de Baire, il existe 28, ensembles 
linéaires incomparables relativement a K. 

De ces théoremes, on obtient des renseignements sur le nombre des inva- 
riants (classes d’ensembles clos) des familles de transformations. Enfin, on peut 
remarquer que si ce nombre est > 2” (m =la puissance de l’espace M) et si T 
est une classe de puissance = m d'ensembles, alors il existe autant de propriétés 
invariantes (non équivalentes) propres a tous les ensembles de T qu’il y a de pro- 
prietes invariantes en général. 


A. Lindenbaum: „Remarques sur le groupe des permuta- 
tions de l’ensemble des nombres entiers“. 

MM. J. Schreier et 5. Ulam ont étudie le groupe Sx de toutes les 
permutations de l'ensemble des nombres natarels 3), Leur théorème II s'énonce 
comme il suit: Il existe trois permutations telles que le groupe JI engendré par 
elles permet d'approximer toute permutation de Sæ; plus précisément, si f est une 
permutation donnée, k — un entier positif, il existe une permutation g de JI, 
telle que /(t) = g(s), quel que soit $ -< k. 

Or, on peut démontrer 

1° qu’il existe deux permutations de S assez simples qai engendrent un 
groupe JI dense dans So; 

2° que le groupe 11 engendré par une seule permutation de Sx n'est 
jamais dense dans Ń, (puisque ses itérations ne peuvent approximer que des élé- 
ments de TI ou bien des permutations qui n'ont que des cycles finis). 


1) Ces Annales, t. 10 (1931), p. 114. 

3) Cf. le théorème de M. Sierpiński: Fund. Math. 19 (1932), pp. 209—210. 
V. aussi: Hypothese du continu (1934), Chap. IV $ 6, en particulier pp. 140, 139. 

3) C. R. 197 (1933). V. aussi: Studia Math. 4 (1938), 


g" 
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A. Lindenbaum: „Sur les relations contenues dans les re- 


lations ordinales“. 

On démontre que lorsqu'une relation @ etablit un ordre partiel dans an 
ensemble A, il existe une relation contenant e et établissant un ordre com- 
plet (= relation ordinale) dans A). Evidemment, le théorème inverse n'est 
pas vrai. Or, on peut douner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
relation o soit contenue dans une relation ordinale dans A, à savoir: il faut et 
il suffit que ọ soit une relation acyclique, c.-à-d. qu'il n'existe aucune suite 
finie: a,, a,,..., an (d’éléments da A), telle que: 


An O Gn_10...00,0Q, 
et a la fois a, © an. 

La condition nécessaire et suffisunte pour qu'une relation ọ soit contenue 
dans une relation qui établit un bon ordre dana A — est la suivante: il faut 
et il suffit qu’il n'existe aucune suite infinie: a,, Q,,..., Gn,... (d'éléments de A), 
telle que: 


...@Gn+1 (Gn ©... (0, EG, 


26. I. S. Mazurkiewicz: „Uber total zusammenhanglose 
Mengen“ [F. M. 22 (1934), p. 267). 

F. Leja: „Sur les suites de polynómes, les ensembles fermés 
et la fonction de Green“ [ces Annales 12 (1933), p. 57]. 

W. Sierpiński: „Sur la dualité entre la premiere catégorie 
et la mesure nulle“ IN M. 22 (1934), p. 276]. 

E. Szpilrajn: „Remarques sur les fonctions completement 
additives d'ensemble...“ [F. M. 22 (1934), p. 303]. 

9. II. S. Lubelski: „Der jetzige Zustand der systema- 
tischen Zahlentheorie II. Zur Einführung in die systematische 
Zahlentheorie*. 


In den Arbeiten „Über die Teiler der Form x? Dun [Prace Matema- 
tyczno-Fizyczne 38, 40 (1931, 1932)] habe ich eine neue Theorie der binaren qua- 
dratischen Formen dargestellt, die in der Hauptsache auf Indaktion beraht. Ich 
will jetzt auf die Wichtigkeit eines Birkhoff-Vandiverschen Satzes (s. Vandiver: 
Annals of Math. 1930) aufmerksam machen mit dessen Hilfe man ebensu die 
Theorie der binaren quadratischen Formen aufbauen kann. Dieser Satz lautet: 
„Kongruenz xa = + y mod p, wo p eine beliebige Primzahl ist, ist stets mit 
0o<xæ< fp, O< y< Vp lösbar“. Diesen Satz können wir ohne Schwierigkeit 
folgendermassen verallgemeinern: 

Die Kongruenz 


A, ©, + 4,2, +... Arts D (mod p), 


1) Pour la démonstration et pour les definitions des termes—voir la note de 
M. Szpilrajn: Fund. Math. 16 (1930). 
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wo p Primzahl ist, A,, A,,... Ak ganze rationale konstante Zahlen sind, 
ist stets mit 
— Dr L z; < Pi B= 192 76) P, Ds... Dr D 
lösbar, wobei Pı. Pı... Pr beliebige Zahlen sind. 
Beweis. Wir betrachten die Menge aller Zahlen 


Pi Pi 
A 2, + 4,x,+...—+ Ax Ta + O, Ts Smog. 
Ihre Anzahl beträgt mindestens pP, p,... Ppa = p. Jet keine dieser Zahlen darch p 
teilbar, so müssen unter ihnen mindestens swei mod p gleich sein. Nach Subtraktion 
erhalt man so ınit die gesuchte Lösung. m, 
Den Birkhoffschen Satz erhalten wir, wenn k= 2, |x;| < Vo, i = 1,2 iet. 
Es ist jetzt leicht einen Satz zu erhalten, der etwa dem Lagrangeschen Reduk- 
tionssatz aequivalent ist: „Ist a? + Db?= 0 mod p, wo p prim iet, so finden sich 
té a i m 
solche Zahlen u, v, für die |” kg; u'-- Db: =cep |e] < al) 0 ist“. Es ge- 
E (mod p), p, = d ÿ Ps = P o zu setzen. 
b Hm 
Unser Ziel ist aber den Beweis eines Hermiteschen Satzes zu peben, der 
eigentlich der Gausschen Kompositionsthrorie als gleichbedeutend angesehen werden 
kann. Damit erhält man, dass dis Komposition der Formen in der Keduktions- 


nügt nämlich in (1) A, = 


theorie implizite enthalten ist. 


Hermitesche Satz: /st L ein Teiler ron x? + Dun, so findet sich eine 
nur von D abhängige Zahl h, für die L* = u? + Dot ist. 

Den Beweis erhalt man, wenn man jeder Primzahlpotenz p# ein Paar gan- 
zer rationalen Zahlen (4, z,) zuordnet, wobei U < A < 2 VD und z, Wurzel der 
Kongruenz 2?+ D= 0 (mod À) ist. Die Anzabl dieser Paare ist offenbar endlich 
und unter den Zahlen p, p?,... p” finden sich also zwei den den dasselbe Paar 
entspricht. Das Produkt dieser Zahlen wird durch æ?+ D? darstellbar sein. 

Als Folgerungen erhalten wir die Satze: 


19 Ist DZ 0 prim und D=3 mod 4, so kann die Zahl h ungerade an- 
genommen werden; 

2° It D=2, 6, 13, 14 mod 16, so kann h als doppeltes einer ungeraden 
Zahl angenommen werden; 
und damit auch das Reztprosttdtsgesetz. 

Ee ist aber von Wichtigkeit zu betonen, dass man die obigo Methode auf 
algebraische Körper anwenden kann. Man erhält nämlich für algebraische Körper 
einen Satz, der den Birkhoffschen analog ist und somit können wir den Hermite- 
schen Satz auf algebraische Körper übertragen. Diese Verallgemeinerung kann in 
zwei Richtungen geschehen, je nach dem Sinne, welche man den Teiler ż der 
Form z!-+ Dy? beilegt 

1° t bezeichnet ganze algebraische Zahlen; 

20 £ bezeichnet sämtliche, also auch Idealteiler von zi + Dun 


Nun muss bemerkt werden, dass in 1° der Exponent h in manchen Fallen 
(wahrscheinlich allgeınein) von der Klassenzahl des grundlegenden Körpers unab- 
bängig angenoınmen werden kann. 
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16. II. K. Borsuk: „Sur la notion de la catégorie de MM. 
Lusternik et Schnirelmann“ [C. R. 198 (1934), p. 1731]. 

Z. Waraszkiewicz: „Sur quelques invariants des trans- 
formations continues“ |F. M. 33 (1934), p. 172]. 

23. II. S. Mazurkiewicz: „Sur les nombres dérivés“ [F. M. 
23 (1934), p. 9]. 

2. III. S. Mazurkiewicz: „Ein Zerlegungssatz“ [F. M. 23 
(1934), p. 11). 

B. Knaster: „Sur la quasi-connexité de M. Cech“. 

9. III. W. Kozakiewicz: „Sur un théorème de M. Bernstein“. 

23. MI. A. Rajchman: „Sur l'équation de MM. Tinbergen 
et Kalecki*. 

P. Szymański et W. Wolibner: „Exemple d'une fonction 
continue bornée f(x, y), déterminée dans tout le plan et satisfaisant 
pour tout a et b a l'équation: 


(*) Sfre y)dzdy=0 


(Ka, o désignant le cercle de centre a,b et de rayou III, 
Posons 


f(x, y) = cos (pz + qy), 


p et 4 désignant des constantes arbitraires satisfaisant a l'équation p?-|-qg3 m, 
où r désigne un zéro arbitraire de la fonction de Bessel de premiére classe. La 
fonction f(®, y) satisfait a l'équation (*). (On peut aussi remplacer cos par ein). 
En variant les constantes p et d et en ajoutant ces fonctions maltipliées par des 
constantes arbitraires, on obtient une clusse vaste de fonctions continues satisfaisant 
a l'équation (*). 

28. St. Kołodziejczyk: „On an Important Class of Statis- 
tical Hipotheses“ [Biometrica 1934 ou bien „O pewnej klasie hipotez 
statystycznych, związanych z teorją najmniejszych kwadratów *, Kwar- 
talnik Statystyczny 1934, z. 3—4]. 

6. IV. S. Lubelski: „Der jetzige Zustand der systematischen 
Zablentheorie III. Binäre quadratische Formen und abzählende Me- 
thoden*. 


In vorigen Referate haben wir gesehen, inwieweit die Reduktionstheorie fiir 
die Theorie der binaren quadratischen Formen grundlegent ist. Wir wollen hier 
andere Anwondungen dieser Theorie bieten. Wir wenden namlich diesie Theorie 
auf Fragen bei denen ınan auf den ersten Blick eine Zusammenhang mit der 


1) Cf. D. Pompeiu, Bulletin Acad. Bruxelles (5) 15, p. 265. 
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Therie der binären quadratischen Formen nicht sieht. Wir geben zunächat eine 
eine Verallgemeinerung eines Gausschen Satzes: Ist D eine beliebige rationale 
Zahl, so existiert unterhalb VD mindestens ein Primteiler q = — 1 mod 4, der 
Nichtrest für D ist (Ist D=1 mod 8 prim und q = + 1 mod 4, so erhält man 
den genannten Gausschen Satz; vgl. auch meine Arbeit: Zur Reduzibilitat von 
Polynomen in der Kongruenztheorie. Acta Arithmetica 1, $ 1). 

In allen Fragen, wo die binären quadratischen Formen angewendet werden, 
kann man etwa annehmen, dass es immer über die Eigenschaften ihrer Diskri- 
minante gesprochen wird. Nun kennen wir allgemeiner die Frage stelien: „die 
analogen Eigeschaften der Diskriminante D eines beliebigen Polynome f(x) zu 
finden“? Bekanntlich ist die Adjunktion der Qaadratwarzel der Diskriminante als 
erster Schritt zur Lösung eines algebraischen Polymons nötig. Mittels der Theorie 
der binären quadratischen Form kann man beweisen, dass bei einer sehr ausge- 
dehnter Klasse von kubischer Polynome dieser Schritt genügt, um die Gleichung 
zu lösen. Diese Erwägungen, die im Wesentlichen auf einem Jermakoffschen Batz 
beruhen, geben uns die Möglichkeit einen Kapfererschen Satz zu verallgemeinern: 

Ist die Gleichung (1)ax" + by” tez"=0, wo a, b, c ganze rationale 
Zahlen sind und n eine beliebige natürliche Zahl ist, in ganzen rationalen 
Zahlen x, y, z lösbar, so ist die Gleichung (2) uU —v?= 33 -2-2 arbi enwn in 
ganzen rationalen Zahle u, v, w lösbar. Ist n ungarade, a = + 1, b = + 1 und 
c Potenz einer Primzahl, so muss auch ungekehrt aus der Lösbarkeit der Glet- 
chung (2) in ganzen rationalen u, v, w, von denen je zwei teilerfremd sind, 
auch die T,ösbarkeit der Gleichung (1) in ganze von Null verschiedenen Zahlen 
x, y, z folgen. 

Den Kopfererschen Satz erhalten wir, wenn a=b=c=]1. Unser Satz 
kann also, als eine Übergang von der Fermatschen Gleichung zu den Formen 
höheren Grades angesehen werden (vgl. meine Studien über den grossen Fermat- 
schen Satz; Prace Matematyczno-l'izyczne 42 (1934)). Ferner können wir auch 
allgemein die zyklischen Gleichungen dritten Grades mit ganzen rationalen Koef- 
fizienten charakteriseren. Dabei ist zu betonen, dass für zyklische Gleichungen 
dritten Grades mit rationalen Koeffinenten hat F. Seidelmann (Math, Annalen 1917) 
dieses Problem gelöst, aber dort irt der zahlentheoretischer Kern nicht sichtbar. 

Die Beweise aller obigen Sätze benutzen die sogenannte statistische Methode, 
und zwar z. B. wieviel Mal eine Zahl durch die Form ax? bxy-} cy? darstell- 
bar ist. Ref. betont die Wichtigkeit dieser Methode für die Zahlentheorie und 
gibt noch einige Anwendungen, die er in den nachfolgenden Referaten eingehen- 
der betrachten wird. 


13. IV. W.Sierpiński: „Sur les résultats nouveaux de M. Lusin“. 

F. Leja: „Sur une méthode de la représentation conforme“. 

27. IV. W. Sierpiński: „Sur l’approximation des fonctions 
continues par les superpositions de quatre fonctions“ [F. M. 23 
(1934), p. 119]. e 

Z. Waraszkiewicz: „Uber ein Hyperraum der Kontinua“. 


Es wird ein metrischer Hyperraum M(R) der Kontinua eines anderen me- 
trischen und kompakten Raumes R behandelt. M(R) hat a. a. die folgende Eigen- 
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schaft: jeder in sich kompakten Teilmenge K von M(R) kann man ein (etwa in 
dem Hilbertschen Universalraum gelegenes Kontinaam W(K) so zuordnen, dass 
jedes Kontinuum des Raumes R, welches irgendeinem Elemente von K entspricht 
das stetige Bild von M(K) ist. 


11. V. D. Pompeiu (Bucuresti): „Sur les fonctionsi indéfini- 
ment symétriques“. 

G. Tzitzeica (Bucuresti): „Sur certaines propriétés affines 
des courbes gauches“. 

W. Sierpiński: „Sur un problème de M. Ruziewicz con- 
cervant les superpositions de fonctions jouissant de la propriété de 
Baire* [F. M. 24 (1935), p. 11] 

18. V. W. Sierpiński: „Sur les ensembles jouissant de la 
propriété de baire* [F. M. 23 (1934), p. 121]. 

E. Szpilrajn: „Sur une classe de fonetions de M. Sierpiński 
et la classe correspondante d'ensembles* [F. M. 24 (1936), p. 17]. 

1. VI. S. Mazurkiewicz: „Sur l'espace des continus péaniens“ 
[F. M. 24 (1935). p. 118). 

W. Sierpiński: „Sur une propriété des ensembles linéaires 
quelconques“ [F. M. 23 (1934), p. 125). 

W. Sierpiński: „Les superpositions transfinies des fonctions 
continues et les fonctions de Baire“ |F. M. 24 (1936), p. 1). 

8. VI. W. Sierpiński: „Sur les itérations transfinies des 
fonctions continues“ [Bull. Acad. Roum.]. 

— „Sur un problème de M. Ruziewicz concernant les en- 
sembles de mesure nulle“ [Mathematica 10 (1935), p. 189; cf. „Sur 
deux problèmes de M. Ruziewicz concernant la décomposition de 
l'intervalle en paires de points“, F. M. 24 (1935), p. 43]. 

E. Szpilrajn: ,Sur la multiplication cartésienne des en- 
sembles et la superposition des fonctions“. 

15. VI. H. Milieer-Grużewska: „Sur les mesures statis- 
tiques“ [„O miarach statystycznych“, Kwartalnik Statystyczny 1935]. 

W. Kozakiewicz: „Sur une généralisation d'un théorème 
de M. Bernstein“. 

22. VI. K. Borsuk et S. Mazurkiewicz: „Sur les rétractes 
absolus indécomposables“ [C. R. 199 (1934) p. 110]. 

S. Saks: „Sur un théorème de M. Orlicz*. 

lans son Mómoire „Zur Theorie der Orthogonalreihen* (Ball. Ac. Pol. (A), 


(1927), 81—113, en part. p. 101) M. Orlicz a démontré que pour tout système 
orthogonal, normé et complet {p,(x)} la serie Zeit diverge presque partout. 
Hi 
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La démonstration de M. Orlicz s'appuie sur certaines méthodes de la théorie 
générale des opérations fonctinnnelles, M. Saka communique une démonstration 
un peu plus directe. 
Supposons, par impossible, que Z p,(x) converge sur un ensemble de mesure 
n 


positive. On a par suite 2 g? (c) < M < +œ sur un ensemble FE tel que mes F > 0. 
n 


En appliquant le théorème de Lusin, on peut supposer que toutes les fonctions 

gelt) sont continues sur E. On peut admettre aussi que Æ est un ensemble par- 

fait dont chaque portion est de mesure positive; on peut donc poser E = A -+ B 

où A et B sont deux ensembles mesurables disjoints et de mesure positive sur 

toate portion de Æ. Soit Z an p,(x) le développement orthogonal de la fonction 
n 


p 
caractéristique de 4. En vertu de l'inégalite $ On Pr) = M (Z a?) valable pour 
nem 


nam 
x e E, la aćrie Za, Qn(X) converge uniformément sur l'ensemble E vers une fonction 
n 


continue sur cet ensemble. Par conséquent, la fonction caractéristique de len- 
semble A serait équivalente (c. a d. égale presque partout) A ane fonction continue 
sur E, ce qui est évidemment contrudictoire a la définition de l’ensemble A. 

Une méthode analogue permet de prouver un autre énoncé de M. Orlicz 


(ibid., p. 101), notamment que la serie X| f pnjdz]* diverge pour tout ensemble E 
E 


e, n 
de mesure positive. 


28. IX. H. Milicer-Grużewska: „The probable value of 
the weighted average“. 

The universe W is a set of pairs of variable quantities: £,, y,; ©, y,:...; 
N paira of them are selected independently and at random. It is treated abaut the 
weighted average of the quantities x, with y; as weighta e. i abaut the expression: 


i 8 
(1) y=) D u: Ju 
l i 


If the selected quantities are: Z., Y,; X3, Y2;.-. ZN, YN, then the calculated 
weighted average is: 


N N 
y y 
(2) Xy = 2 Ci Yi A Yi 


i=) im] 
lt will be proved that it is, under certain suppositions: 
(3) * [ X,- xy] = N 
According to that and a result of the part I of my article unt. „The pre- 
cision of the weighted average“) it may be said, that under certain suppositions 3) 


the calculated weighted average, as well as the calculated arithmetic mean, are 
the most probable values of the unknown weighted average and arithmetic mean 


1) The Annals of the Math. Statistics, Michigan, August 1933. 
3) The auppositions of this article and the just cited one. 
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respect., and the latests are respect. the probable values of the calculated weiglted 
average and the calculated arithmetic mean, if only N — the size of the sample — 


s 1 
is great enough, that the quantity dë may be neglected. 


Denote wit p,, the probability that the selected pair is &;, y, aud with Piy 
its calculated frequency, and put: 


? r 
(4) Mall = > WE Y; Myj == 2 Py e 
hj ij 


Min = 2 El Mis = 2 i U; MR e ET 
| my W? ` mnm? n |p ch mp « Mo man 
ij 


Im m, 
(6) Pr] IB = ul =p Pr u _— „| = Ty 
Muj i Mo/1 
m’ m’ 
r Lë : zy = Aay = Ng N“ = Ny R” 
[ma mon - 


Suppose now that: 
1 The quantities (6°) are finisbe 
Il S|«| at = const. | 
for all possible samples. 
I [mi | > const. 


Deducing from the Tshebysheff's inequality and from prof. 'Tshuprof'a re- 
sults 1), I prove following theoreme and corrolairs: 


Theorem. If the suppositions 1, II, III are satified than: 


8 1 
He = =0(}) 


Ly 

Corrolair 1. The relative constant error, of the approximation of the 
wesghted average, of a finished set of pairs of a finished variables (the value of 
one of the variables, theated as weigts), with the selected weighted average, is of 


order of ` N denotiny the size of the sample, if 1° the mean product of the 


pairs of variable is different from zero, and 29 if the mean value of the weights 
of the universe, and also all their possible selected means, have moduls greater 
than a positive constant. 

Corrolair 1J. If the frequency surface of a universe of pairs of variables 
ss normal, then the relative error of the approximation of the weighted average 
of this pairs of variables (the value of one of the variables threated as weights), 


e ; e 1 
with the selected weighted average, 45 of the order of N’ N denoting the size of 


the sample, if the mean product of the pairs of variables the mean oj the 


1) „Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationslehre“, Berlin, Teu- 
baer, 1925. 
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weights and also all their possible selected means are moduls greater then a po- 
8ttiwe constant. 

Remark I. If the mean product of the pairs of variables is zero one can't 
treat with the relative constant error of the approximation of the weighted average 
(just equal to zero) with the selected average, but simply with their constant 
error, The analogical theorem and corrolairs as previously, may he prored. 

Remark II. If we hawe my, = 0, and my, — 0, the variables are not 
corrolated and we need not treat about the weighted average, but only about the 
arithmetic means of each of them. 

Remark III. The one essential supposition of all cases, is that the arith- 
metical mean of the weights and its selected means have moduls greater than 
a positive constant; if we are not in the case of the remark II, the weighted 
average is then infiuite. 

Remark IV. With the same method it may be proved that 


E(X, — x) =0 bi 


W. Kozakiewicz: „Sur certaines inégalités concernant les 
lois de probabilité de m variables aléatoires“. 

12. X. C. Kuratowski: „Sur les rétractes n-dimensionnels“ 
IO F. M. 24 (1935), p. 269). 

A. Rajchman: „Sur la théorie des déterminants“ [Cf. ‚ Teorja 
wyznaczników. Wykład opisowo indukcyjny* Mathesis Polska 9 
NN° 7—8 et 9—10]. 

9. XI W. Sierpiński: „Sur les suites infinies de fonctions 
définies dans les ensembles quelconques“ (F. M. 24 (1935), p. 209]. 

S. Saks: „Sur la dérivée relative“. 

Deux notes, récemment parues (Petrovsky, Rec. math. Soc. math. Moscou 
t. 41 (1934) 48—58; Caccioppoli, Atti Mem. Acad. Sc. Padova 50 (1934), 
93—98) contiennent une solution affirmative du probleme suivant posé par M. Le- 
besgue dans la 2° édition de ses „leçons sur l'intégration“: Les fonctiors /(e) 
et w(t) étant continues dans un intervale (a, b), la fonction f(t) est-elle constante 
lorsque sa dérivée ralative par rapport a w(t) existe et s’annulle partout dans cet 


intervalle (c. a d. que d/(t)/dw(t) = lim [f(t + à) — f{t)j/[eo(t + h) — w(t)) = 0 
pour a< t< b). La démonstration de Matt (plas simple que celle 
de M. Petrovsky) s'appuie sur le fait que le théorème suggére par M. Lebesgue 
peut être énoncé dans une forme géométrique que voici: l'ne courbe continue 
x = w(t), y= f(t) possédant en chaque point une tangente determinée et pa- 
rallöle à l'axe des abscisses, est située sur un segment parallele à cet axe. M. Saks, 
observe que ce théorème est contenu dans la proposition suivante établie par 
M. Zygmund et lui dans une note de Fundam. Mathem., 6 (1924), p. 117—121: 
Étant donnée une courbe arbitraire (non nécessairement continue) dans le plan, 
l'ensemble des ordonnós de ces points de cette courbe où une demi-tangente, d'un 
côté au moins, existe et est parallele à l'axe des abscisses, est de mesure nulle. 


140 


A l'aide de cette proposition on peut même affaiblir les hypotheses du théorème 
de M. Lebesgue, en l'éenonçant dans la forme suivante: Si w(t) est une fonction 
quelconque et f(t) une fonction satisfaisant à la condition de Darboux et si f(t) 
possède par rapport a w(t) une dérivée determinóe et égale a 0, même seulement 
d'un côté en général variable, de tout point £ à un ensemble au plus dénombrable 
pres, alors f(t) se reduit à une constante. 

16. XI. A. Rajchman: „Sur l'inégalité de Hausdorff-Riesz“ 
[F. M. 24 (1935), p. 288]. 

14. XII. W. Sierpiński: „Sur une propriété de la droite“ 
[F. M. 24 (1935), p. 247). 

C. Kuratowski: „Sur les espaces localement connexes et 
péaniens en dimension n“ [F. M. 24 (1935), p. 269]. 

21. XIL S. Saks: „On the differentiability of multiple inte- 
grals* [F. M. 25 (1935)]. 

J. Splawa-Neyman: „Sur le problème de la reconstruction 
dans la statistique mathématique“. 


Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique. 
Section de Lwów. 


13. I. J. Schauder: „Das Cauchy’sche Problem für hyper- 
bolische Differentialgleichungen* [Das Anfangswertproblem einer 
quasilinearen hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in beliebiger Anzahl von unabhängigen Veränderlichen, Fundam. 
Math. 24 (1935)]. 

J. Schauder: „Über stetige Abbildungen in Räumen vom 
Typus (B)*. 

Ref. knüpft an eine frühere Veröffentlichung an, in der er 
mit Herrn J. Leray die Grundlagen zu einer Theorie des Abbil- 
dungsgrades in den Räumen vom Typus (B) legt [Topologie et 
ćquations fonctionnelles, Ann. Ecole norm. 51 (1934)]; einige Sätze 
über Existenz der Fixpunkte und deren Eigeschaften können mit 
Hilfe dieses Begriffs ganz einfach bewiesen werden. Dies wird an dem 
folgenden Beispiel illustriert: Ist F(x) eine vollstetige Abbildung der 
Kugel |x 1 auf ihren Teil, so gibt es einen Fixpunkt. Zum Beweise 
betrachte man die Hilfsabbildungen G,(x) = z —ÄAF(z, OSA/SI. 
Bei der Abbildung G,(x) gehört O zum Bilde der Kugel, nicht aber 
zu dem ihres Randes; der Abbildungsgrad in O ist gleich Eins. Wäre 


141 


der Satz falach, so könnte O auch für 0<4<1 bei der Abbil- 
dung G (x) nicht dem Bilde des Randes angehören; folglich wäre 
der Abbildungsgrad von G,(x) in O stets gleich Eins; mithin aber 
müßte O speziell bei der Abbildung G,(x) zum Bilde gehören, ent- 
gegen der Annahme. Es gilt noch: Ist bei einer vollstetigen Abbil- 
dung Fix) eines beschränkten Gebietes nur ein Fixpunkt x, vorhanden 
und der Abbildungsgrad von x — F(x) in O von Null verschieden. so 
ist dieser Fixpunkt stabil; d h.: läßt man die vollstetigen Abbildun- 
gen KL OZAI, von À stetig (gleichmäßig in x) abhängen, 
so daß M (x) = F(x), so liegt für hinreichend kleine À mindestens 
ein Fixpunkt von F,(x) in der gegeben Umgebung von x,. Ähnli- 
cher Sachverhalt liegt übrigens vor, wenn bei der Abbildung F(x) 
eine endliche Anzahl von Fixpunkten vorhanden ist. 

S. Mazur: „Über die im kleinen konvexen Mengen“. 

Eine Teilmenge M eines linearen normierten Raumes heißt 
im kleinen konvex, wenn sich um jeden ihrer Punkte eine Kugel 
legen läßt, deren Durchschnitt mit M konvex ist. In Verallgemei- 
nerung eines Satzes des Herrn H. Tietze [Über Konvexheit im 
kleinen und im großen und über gewisse den Punkten einer Menge 
zugeordnete Dimensionszahlen, Math. Z. 28 (1928)] wird bewiesen: 
Eine abgeschlossene und zusammenhängende Punktmenge eines linearen 
normierten Raumes, die konver im kleinen ist, ist konvex. 

S. Ulam: „Über stetige Abbildungen von Mannigfaltigkeiten“. 

Der Punkt x, heißt stabiler Fixpunkt der stetigen Abbildung 
f(x) eines topologischen Raumes auf sich selbst, wenn er ein Fix- 
punkt ist und wenn dabei jede hinreichend nahe /(x) gelegene 
Abbildung mindestens einen nahe x, gelegenen Fixpunkt besitzt. 
Es wird die Aufgabe gestellt, die stabilen Fixpunkte durch innere 
Eigenschaften zu charakterisieren, und die Frage der Existenz von 
stabilen Fixpunkten bei stetigen Abbildungen ven Funktionalräumen 
aufgeworfen. Mit Hilfe dieses Begriffes beweist man leicht: Jm kaume 
uller stetigen Abbildungen einer Mannigfaltigkeit auf sich selbst, bilden 
diejenigen Abbildungen, die einen Fixpunkt besitzen, die abgeschlossene 
Hülle einer offenen Menge. 

20. I. S. Mazur: „Über konvexe Funktionen mehrerer Ver- 
änderlichen“ [Über konvexe Funktionen mehrerer Veränderlichen, 
Studia Math. 6 (1935)]. 

S. Banach: „Uber ein von Herrn S. Ulam gestelltes 
Problem“. 


Ref. gibt einen einfachen Beweis für den von Herrn S. Ulam 
herrührenden Satz [vgl. diese Berichte, 13. I.]; die angewandte Me- 
thode erlaubt sofort die Richtigkeit dieses Satzes für Räume, welche 
die Mannigfaltigkeiten als Spezialfall enthalten, zu verifizieren. 

17. II. S. Mazur und W. Orlicz: „Über das Verhalten von 
Polynomen in konvexen Mengen“ [Über das Verhalten von Poly- 
nomen in konvexen Mengen, Studia Mat. 6 (1935). 

J. Schreier und S. Ulam: „Bemerkungen über die stetigen 
Abbildungen von topologischen Räumen“. 

Es sei A ein topologischer Raum; mit 7(A) bezeichnen wir 
den Raum aller topologischen Abbildungen von A auf sicht selbst. 
Es wird die gruppentheoretisch-topologische Struktur dieses Raumes 
studiert im Falle, wo 4 die Gerade und die euklidische Ebene ist. 
Es wird bewiesen: Die Gruppe T(K), wo K die Kreislinie ist, ist 
einfach in dem Sinne, daß die Einheitskomponente keine nichttrivialen 
Normalteiler besitzt. 

10. II. S. Kaezmarz: „Beispiel einer divergenten Orthogo 
nalreihe“ [Notes on orthogonal series II, Studia Math. 5 (1934)|. 

H. Steinhaus: „Ein Apparat zur Integration einer gewissen 
Funktion über beliebige ebene Gebiete“ [Su un’ applicazione del Cal- 
colo delle probabità alla teoria del mercato, Giorn. Ist. Ital. Attuari, 
12 (1934). 

W. Orliez: „Zur Theorie der Orthogonalreihen* [Beiträge 
zur Theorie der Orthogonalentwicklungen IV, Studia Mat. 5 (1934). 

17. II. W. Sierpinski: „Über Analogien zwischen den 
Eigenschaften der Mengen vom Maße Null und Mengen von erster 
Kategorie“ [Sur la dualité entre la premiere catégorie et la mesure 
nulle, Fundam. Math. 22 (1934)]. 

H. Steinhaus: „Graphische Darstellung einer medizinischen 
Theorie“ [Tuberkulosestudien IV, Zeitschrift für Kinderheilkunde 
56 (1934)]. 

16. IV. W. Orliez: „Zur Theorie der Orthogonalreihen* 
[Über Folgen linearer Operationen, die von einem Parameter abhän- 
gen, Studia Math. 5 (1934). 

S. Banach: „Über Wroński's Oberstes Gesetz“. 

Ref. analysiert vom Standpunkte der Theorie der linearen 
Operationen die von Wroński beim Beweise des Obersten Ge- 
setzes angewandte Methode und erhält die Erklärung der Tatsache, 
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daß diese Methode in vielen Fällen, so z. B. bei Entwicklungen in 
Potenzreihen oder Fouriersche Reihen, erfolgreich ist. 

19. V. E. Żyliń ski: „Uber die Lagrange'sche Multiplika- 
torenmethode“. 

L. Chwistek: „Uber den Empfindungsraum*. 

Durch Eintührung an Stelle der Einstein'schen Zeit {, der 


Zeil = + (wobei r die Entfernung des Aufpunktes vom Beo- 


bachtungspunkte und c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet), wel- 
cher wir in Wirklichkeit die Beobachtungen zuordnen, werden 
folgende Vereinfachungen bei Beschreibung von Ereignissen gewon- 
nen: Die Räume zweier Beobachter, die sich in demselben Punkte 
befinden, sind identisch ohne Rücksicht auf eventuelle Geschwin- 
digkeitdiferenzen, und nur die Arten, diese Räume zu messen, sind 
voneinander verschieden; dagegen sind die Räume zweier in verschie- 
denen Punkten befindlicher Beobachter stets voneinander verschieden; 
die an dieser Zeit 7’ gemessene relative Geschwindigkeit V zweier 
Systeme läßt sich mit der Einstein'schen Geschwindigkeit v durch 


die Formel V—=._-" —- verbinden und ist daher beliebig großer 


3 
p= = 
Werte fähig. 
26. V. W. Orliez: „Zur Theorie der Orthogonalreihen*. 
Es wird u.a. der folgende Satz bewiesen: Es bezeichne {p,(x)} 
ein, in (L) vollständiges Orthogonalsystem, dessen Funktionen beschränkt 


sind; dafür, daß für fast jede Vorzeichenverteilung €, = +1 die 


Reihe = En Pa Pr) die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus 
ne] 


(Le) sei, a > 1, ist notwendig und hinreichend, daß die Ungleichung 


b p a 
[| oaf axe (p=1,2,...) bestehe. 


n=] 

S. Mazur und J. Schauder: „Uber Extreme von mebr- 
fachen Integralen“. 

Durch Benutzung gewisser Sätze über konvexe Mengen in 
Funktionalräumen können die wichtigsten Ergebnisse der Theorie 
von Herrn L. Tonelli [L'Estremo Assoluto degli Integrali Doppi, 
Ann. di Pisa, 2 (1933)] wiedergewonnen werden, ohne die Halbste- 
tigkeit der vorkommenden Funktionale wesentlich zu benutzen. Die 
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erwähnten Hilfsmittel erlaubeu nämlich eine solche nach z gleich- 
mäßig konvergierende Minimalfolge {z,} zu bestimmen, bei der auch 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung von 2, im Mittel gegen 
entsprechende Ableitungen von z konvergieren; 2 ist dann das ge- 
suchte Minimum. Die Methode ist ohne weiteres auf Variationspro- 
bleme verallgemeinerungsfähig, bei denen unter dem Integralzeichen 
auch höhere Ableitungen vorkommen; die Integrationsmannigfaltig- 
keit kann auch geschlossen sein. 

9. VI. S. Kaczmarz: „Zur Theorie der Orthogonalreihen* 
[Notes on orthogonal series I, Studia Math. 5 (1934)|. 

Z. Waraszkiewicz: „Über stetige Abbildungen von Kon- 
tinuen* [Sur quelques invariants des transformations continues, 
Fund. Math. 23 (1934)]. 

M. Kac: „Uber einige Sätze von Borel und Hardy-Lit- 
tlewood“. 

Sei (p,(r)) das Rademacher'sche Orthogonalsystem. Ref. 
gibt einen einfachen Beweis fiir den Satz von Herrn E. Borel, 
laut welchem ig, (r) +...<+ p,(x)| =o(n) fast überall, sowie für 
die von den Herren G. H. Hardy und J. E. Littlewood her- 


rührende Verschärfung, nach der |p, (x) +... + p,(x)| = O (Vn log n) 
fast überall. Die Borel'sche Behauptung folgt unmittelbar aus 


oo 


1 
bs PEWNI (x) +... + 9,(2) dx <--oo und ihre Verschärfung 


A=] 
Hog POPP. waż | 
aus (*) Kë = fer ŻE dx < + co; um (*) zu beweisen, 


LA 
1 
-Ne 
geht man aus der Relation Temnz-zen dr = (| aus. 
30. VI. S. Ruziewicz: „Uber meßbare Punktmengen“. 


S. Banach: „Aus der Theorie der Orthogonalreihen*. 
Sei Æ die Menge aller normierten und vollständigen Orthogo- 


DUT {pa(x)} in < 0,1 >; setzt man ({p,(2)}, {p.(x)}) = 
Pa — Val = | PAL 
Ir, eg] 9—9, =| f ipe — v) del , für 


est, {w,(x)} eE, so wird E zu einem metrischen, vollständigen 
und separablen ES Ref. beweist u. a.: 1° Die Menge aller {p,(z)} £E 
mit der Eigenschaft, daß die Entwicklung jeder Funktion (x) e(La) 


145 


nach dem System (p,(x)} fast überall konvergiert, ist von erster Ka- 
tegorie; 2° Verschwindet die Funktion g(x)e(L*) nieht identisch, so 
ist die Menge aller {p.(z)} £E mit der Eigenschaft, daß die Ent- 
wicklung von g(x) nach dem System {p,(x)} fast überall konvergiert, 
von erster Kategorie. 

20. X. A. Lomnicki: „Über eine Interpretation von singu- 
lären Punkten“. Ref. weist auf einige didaktisch interessante Zu- 
sammenhinge zwischen den Punkten der Fläche f(x, y) = z hin, in 
denen die Tangentialebene zur Ebene x,y parallel ist, und den sin- 
gulären Punkten der Kurven f(x, y) = const. 

J. Pepis: „Das Entscheidungsproblem in der Mathematik I“. 

Nach Erklärung des Begriffs einer arithmetischen rekursiven 
Eigenschaft wird folgender Satz formuliert: Die Entscheidbarkeit 
einer beliebigen Aussage der Form Il F(x), wobei F(x) eine arithme- 


tische rekursive Eigenschaft ist, ist äquivalent mit der Bestimmung 
einer arıthmetischen entscheidbaren Funktion, die eine Majorante 
einer gewissen arithmetischen, durch ein vom Ref. gestelltes kombi- 
natorisches Problem bestimmten Funktion P(r, s, m) wäre. 

10. XI. J. Pepis: „Das Entscheidungsproblem in der Mathe- 
matik II“. 

Unter Präzisierung der vorigen Ergebnisse wird folgender Satz 
angegebeu: Jeder Aussage der Form II F(x), wobei F(z) eine arith- 


metische rekursive Funktion ist, kann man effektiv eine Aussage 
derselben Form JI G(z) sowie Zahlen r, s; m derart zuordnen, daß 


die Aussage II Frz) dann und nur dann wahr bzw. falsch ist, wenn 


die Zahl ®(r, s, m) die Eigenschaft G(x) aufweist bzw. nicht aufweist. 

S. Ruziewicz: „Uber ein Mengensystem*. 

Die Konstinuumhypothese ist dem folgenden Satze äquivalent: 
Es gibt ein System von abzühlbaren Mengen reeller Zahlen, mit der 
Eigenschaft, daß die Summe beliebiger unabzählbar vieler Mengen 
dieses Systems alle reelle Zahlen enthält. 

S. Ruziewicz: „Über mehrfache Separierbarkeit von Mengen“ 
[Sur la sóparabilitć multiple des ensembles, ‚Fund. Math. 24 (1935)]. 

24. XI. Mazur und W. Orliez: „Über rationale Operatio- 
nen“ [Grundlegende Eigenschaften der polynomischen Operationen. 
Zweite Mitteilung, Studia Math. 5 (1934)]. 

J. Schauder: ,Elliptische Differentialgleichungen mit steti- 
gen Koeffizienten* [Sur les équations linéaires du type elliptique 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 10 
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à coefficients continus, Sur les équations quasilinéaires du type 
elliptique à coefficients continus, C. R. Acad. Sci. Paris 199 (1934)]. 

10. XII H. Auerbach: „Uber ein schwimmende Kórper 
betreffendes Problem“. 

Im Anschluß an eine von Herrn S. Ulam gestellte Frage 
wird folgendes Problem behandelt: Es ist die Klasse X, aller Quer- 
schnitte der homogenen Zylinder, die bei der Dichte g in jeder 
durch das Archimedische Gesetz zugelassenen Lage, bei der die Er- 
zeugenden zum Wasserspiegel parallel sind, sich im Gleichgewicht 
befinden, zu charakterisieren. Ref. beweist: Line konvexe Kurve C, 
die kein Kreis ist, gehört der Klasse Kr dann und nur dann, wenn C 
keinen Mittelpunkt besitzt und jede Sehne, die den Inhalt des von C 
begrenzten Gebietes halbiert, zugleich auch die Länge von C halbiert; 
es gibt auch Kurven, die zur Klasse KE angehören, ohne konver zu 
sein. Das Problem, ob es für g + À vom Kreise abgesehen noch 
andere Kurven in der Klase K, gibt, bleibt offen. 


Etat 
de la Société Polonaise de Mathématique a la fin 
de l’année 1934. 


President: M. S. Mazurkiewicz. 

Vice-Presidents: MM. S. Banach et S. Zaremba. 

Secretaire: M. T. Ważewski. 

Vice- Secrétaires: MM. R. Dniestrzański et S. Turski. 

Trésorier: M. S. Gołąb. 

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
W. Wilkosz. 

Commission de Contrôle: M™° Wilkosz et MM. Chwistek et Vetulani. 
Il existe quatre sections de la Société, l’une à Lwów, présidée 

par M. S. Banach, la seconde a Varsovie, présidée par M. S. Mazur- 

kiewicz. la troisieme A Poznań, présidée par M. Z. Krygowski, la 

quatrième à Wilno, présidée par M. J. Rudnicki. 


Liste des Membres de la Société. 


Malgré le soin avec lequel cette liste a été établie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
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rue Gołębia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements dadresse. 

Abrévations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociétaires perpétuels. 


Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 15. 

Archibald R. O Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown. 
University. 

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 

Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Konopnickiej 6. 

Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwöw, ul. sw. Jacka 22. 

Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorjum Astrono- 
miczne, ul. Kopernika 27. 

Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Male Garbary. 

Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.), University. 

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 

Bergman Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U. R. S. SL Uniwersytet, 
Instytut Matem. i Mech. Temiriazewski 3. 

Bessaga Mieczysław Inż., Lwów, Aleja Foch'a III, Dom Kolejowy. 

Białobrzeski Czesław Prof. (Wa). Warszawa, Akademicka 3 m. 13. 

Bielecki Adam Dr.. Kraków, Syrokomli 17. 

Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet, Semina- 
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6. 

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1. 

Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L), Lwów, ul. Kapielna 6. 

Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Seminarjum Matem., Oczki 3. 

Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue 
Renaudot. 

Bötteher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 

Brablec Franciszek, Kraków, ul. Pierackiego 4. 

Braunówna Stefanja Mr. (Wa). Warszawa, Marszałkowska 91. 

Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathématique de l'Université de 
Minsk (U. R. S. S.) 

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 
nue de Montespan. 
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Chromiński Antoni (Wa), Warszawa. Politechnika, Wydział Inzy- 
nierji Lądowej, 

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet. 

Cwojdziński Kazimierz Dr. (P), Poznań, Grunwaldzka, Hotel Polonja. 

Czernik Tadeusz Mr. (WI), Wilno, Wiwulskiego 13. 

Cech Eduard Prof. Dr., Brno, ul. Nova 49. 

Delsarte Jean, Maitre de Conferences A la Faculte des Sciences, 35, 
rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznań, Kolejowa. 

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa). Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 

Dniestrzański Roman Mr., Kraków, ul. Łobzowska 15. 

Dobrzycki Stanisław Mr. (P), Poznań, Matejki 53. 

Dollon Jean, Prof. de Mathématiques spéciales, Lycée Poincaré, 
Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Durand Georges, Bourges (Cher, France), 3, rue Pasteur. 

Dziewulski Wacław Prof. Dr. (WD, Wilno, ul. Zakretowa 21. 

Dziewulski Władysław Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 23. 

Dziwiński Placyd Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kleinowska 3. 

Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11. 

Fijoł Kazimierz, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31. 

Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 
Sch weighauser. 

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frédéric Nyet. 

Gołąb Stanisław Doc. Dr., Kraków, Akademja Górnicza. 

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L). Lwów, Politechnika. 

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 

Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14. 

Grużewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 8. 

Gruzewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8. 

Harlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), Gutenbergstraße 8. 

Hoborski Antoni Prof. Dr., Kraków, ul. Jablonowskich 6. 

Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5. 

Huber Maksvmiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 
dom A. 

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite. 

Infeld Leopold Doc. Dr., Lwöw, ul. Diugosza 8. 

Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de la 
Delivrande. 
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Janik Wincenty, Kraków, ul. Pierackiego, Gimnazjum. 

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24. 

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Kalandyk Stanisław Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 

Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4. 

Kampe de Fériet Joseph Prof. Dr., S. P.. Lille (Nord, France), 16 
rue des Jardins. 

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WD), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 

Kerner Michał Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17. 

Klawekówna Stefanja (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 
Pensylvania. 

Knaster Bronisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 

Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa), Pruszków, ul. Graniczna 4. 

Kołodziejczyk Stanisław Mr. (Wa), Warszawa, Szkoła Główna Gosp. 
Wiejskiego, Zakład Statystyki, Miodowa 23. 

Koźniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoża 61. 

Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, Marszałka Foch'a 54, II p. 

Krzyżański Mirosław Mr. (WI) Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43. 

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa. Polna 72 m. 10. 

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Seminarjum 
Matematyczne U. W. 

Labrousse Léon. Prof., 7, rue Léon Vaudoyer, Paris (7°) (France). 

Lainé Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue 
de Rabelais. 

Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16. 

Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Leśnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Levi-Civita Tullio Prof. Dr, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 

Lichtenberg Władysław (L), Lwów, Wulecka Droga 78. 

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa) Warszawa, ul. Złota 4» m 4 

Loria Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37. 

Łomnicki Anton Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kosynierska 18. 

Łomnicki Zbigniew (Wa), Warszawa. ul. Berezynska 37. 

Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Łuzin Nikołaj Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów. ul. Batorego 5. 

Mandelbrojt S., Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Dôme, France), 
Universite. 


I 


150 


Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Libelta 3, 

Matulewicz Konstanty (W1), Wilno, Witoldowa 53—39. 

Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego 17. 

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11. 

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX, Fruchthallergasse 2. 

Mieńszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14. 

Montel Paul Prof. Dr. (L), Paris. 

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas. 

Moroń Władysław, Katowice. 

Napadiewiczówna Zofja (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8. 

Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, m. 6. 

Niklibore Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44a. 

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35. 

Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, 
m. 35. 

Ohrenstein Szymon, Drohobycz. I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 

Orlicz Władysław Dr. (L), Lwöw, ul. Kopcowa 3. 

Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44. 

Otto Edward Mr. (L), Lwów, Grodecka 131. 

Pareński Aleksander Dr. (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10. 

Patkowski Józef Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22, 

Pearson Egon Sharpe Dr, London W. C. 1, University College 
Galton Laboratory. 

Pearson Karl Prof. Dr., London W. C. 1, University College. 

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 

Poprużenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Rozbrat 32, m. 7. 

Posament Tadeusz Mr. (L), Lwów, Krasiekich 11. 

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 
Manshions 2 Corporation str. 

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 

Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Kraków, ul. Radziwiłłowska 35. 

Rozental Stefan Dr. Łódź, ul. Nawrot 4. 

Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe. 

Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11, Seminar- 
jum Matematyczne U. S. B. 

Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 

Sabatowska Walerja (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 
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Saks Stanisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Krasińskiego 16 m. 94. 

Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Leśna 7. 

Scheybal Adolf, Gimnazjum Państwowe, Wadowice. 

Schreier Józef (L), Drohobycz, Bednarska 8. 

Sedluk Stefan, Kraków, ul. św. Wawrzyńca 30. 

Seipeltówna Lidja Dr. (P), Poznań, ul. Grunwaldzka 14. 

Sergesco Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematie 
universital. 

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Płock, Seminarjum Duchowne. 

Sierpiński Wacław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 73. 

Smosarski Władysław Prof. Dr. (P), Golecin. 

Sokół-Sokołowski Konstanty Mr. (W1), Wilno, Zamkowa 11, Semi- 
narjum Matematyczne U. S. B. 

Stamm Edward Dr., Kraków, ul. Pawła Popiela. 

Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50. 

Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chełmno, Korpus Kade- 
tów Nr. 2. 

Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum. 

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 

Sternbach Ludwik, Lwów, (L), Leona Sapiehy 5a. 

Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Nabielaka 55a. 

Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, 6 Sierpnia 46, m. 14. 

Szczeniowski Szczepan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Długosza 8. 

Szezepanowski Karol Mjr. (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Szmuszkowiczówna Hanna Mr. (Wa), Warszawa, Kupiecka 8. 

Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 

Szymański Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 
Nowowiejska 50. 

Ślebodziński Władysław Dr. (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 4. 

Tamarkin J. D. Prof. Dr. (Wa) Providence R. I. (U. S. A.), Brown. 
University. 

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51. 

Titz Henryk Dr., Kraków, ul. św. Tomasza 27. 

Turowicz Andrzej Mr., Kraków, ul. Sobieskiego 7. 

Turski Stanisław Dr., Kraków, ul. Mickiewicza 49. 

Ulam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kościuszki 16. 

Urbański Włodzimierz Dr., Pionki, P. W. P. Laboratorjum centralne. 

Vetulani Kazimierz Inż., Kraków, ul. Smoleńsk 14. 

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Radość p. Warszawą, Jasna 11. 
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Waraszkiewicz Zenon Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10. 

Ważewski Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Weinlósówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 

Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zygmuntowska 20. 

Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74. 

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A.). 

Wilk Antoni Dr. Kraków, ul. Wybickiego 4. 

Wilkosz Witold Prof. Dr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Wilkoszowa lrena Mr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Witkowski Józef Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Palacza 64. 

Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 
Nowowiejska 50. 

Wundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa. ul. Pawia 39. 

Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńsk 21. 

Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 91. 

Zurankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. 6 Sierpnia 27. 

Zaremba Stanisław Prof. Dr., Kraków, ul. Żytnia 6. 

Zaremba Stanisław Krystyn Dr. (WI, Wilno, ul. Wielka 17, m. 13. 

Zarycki Miron (L), Lwów, al. Dwernickiego 32 a. 

Zawirski Zygmunt Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Focha 68. 

Zermelo E. Prof. Dr. (Wa), Freiburg 1. B. Karlstr. 60. 

Zygmund Antoni Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17. 

Zygmundowa Irena (W1), Wilno, Wielka 24, m. 17. 

Żorawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 

Żyliński Eustachy Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 


Membres dont les adresses manquent, 
Babski Bohdan. 
Bogucki Władysław. 
Chmiel Juljan Dr. 
Dehryng Bohdan Dr. 
Długowski Gerhard. 
Kaszycki Ludwik Inż. 
Majewski Władysław (L) 
Ostrzeniewski Ludwik. 
Sobaczek Jan. 
Włodarski Franciszek Dr. 
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Liste des publications périodiques avec lesquelles la Société 


polonaise de Mathématique échange ses Annales. 


. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 


Francisco-Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Sze- 


ged (Hongrie). 


. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universität in 


Hamburg, Hamburg (Allemagne). 


. Bulletin de la Société Mathématique de France et Comptes Ren- 


dus des Séances, Paris (France). 


. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta (Indes). 
. Annales scientifiques de l’Université de Jassy, Jassy (Roumanie). 
. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Berlin 


(Allemagne). 


. Monatshefte für Mathematik und Physik, Wien (Autriche). 
. Publications de l’Institut de Mathématiques de l’Université de 


Strasbourg. Strasbourg (Bas-Rhin, France). 


. Rendieonti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze 


della R. Universita di Roma. Roma (Italie). 


. Bulletin Scientifique de l'Ecole Polytechnique de Timişoara, Ti- 


misoara (Roumanie). 


. Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, 


La Plata (Argentine). 


. Publications de la Faculté des Sciences de l’Université Masaryk, 


Brno, (Tchócoslovaquie). 


. Fundamenta Matheuaticae, Warszawa. 
. Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa. 
. Vierteljabrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 


Zürich (Suisse). 


. Aunals of Mathematics, Princeton (New-Jersey, U. S. A.). 
. Annales de la Faculté des Sciences de l’Université de Toulouse, 


Toulouse (Haute-Garonne, France). 


. Transactions of the American Mathematical Society, New-York 


City (U. S. A.) 


. Journal de l'Ecole Polytechnique, Paris (France). 
. Revue semestrielle des publications mathématiques, Amsterdam 


(Hollande). 


. Wiskundige opgaven met de Oplosingen, Amsterdam (Hol- 


lande). 
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33. 


41. 


42. 


. Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam (Hollande). 
. Journal de la Société Physico-mathématique de Léningrade, 


Leningrad (U. R. S. Si 


. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo, 


Tokyo (Japon). 


. Thèses soutenues devant la Faculté des Sciences de l’Univer- 


sité de Båle, Basel (Suisse). 


. Bulletin de la section scientifique de l’Académie Roumaine, 


Bucuresti (Roumanie). 


. Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Louvain (Bel- 


gique). 


. Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der 


Bayerischen Akademie der Wissenschaften, München (Allemagne). 


. Scripta universitatis atque bibliothecae Hierosoly mitanarum, Jeru- 


salem (Palestine). 


. Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, Edinburgh 


(Ecosse). 


. Archives Néerlandaises exactes et naturelles, Harlem (Hollande). 
. Communications de la Société Mathématique de Kharkow, Khar- 


kow (U. R. S. S.). 
Revista Matematica Hispano-Americana, Madrid (Espagne). 


. Koniklijke Akademie van Wetenschappen (publications), Amster- 


dam (Hollande). 


35. Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, 


Hamburg (Allemagne). 


. Unterrichtsblatter für Mathematik u. Naturwissenschaften, Stutt- 


gart (Allemagne). 


. Proceedings of the London Mathematical Society, London (Angle- 


terre). 


. Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas 


y Naturales, Madrid (Espagne). 


. Proceedings of the Philosophical Society, Cambridge (Angle- 


terre). 


. Norsk Matematisk Tidsskrift, 


Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo (Norvège). 

Bulletin de la Classe de Sciences de l’Académie Royale des 
Sciences, Bruxelles (Belgique). 

Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Universität Gies- 
sen, Giessen (Allemagne). 


43. 


44. 
45. 


46. 


41. 
48. 


49. 
50. 
51. 
52. 


53. 


54. 
55. 


56. 
67. 


58. 


59. 


60. 


61. 
62. 


63. 
64. 


65. 
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Commentationes Physico-Mathematicae, 

Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Helsingfors (Finlande). 
Matematisk Tidsskrift, Copenhague (Dannemark). 

Bulletin de la Société Physico-Mathématique de Kazan, Kazan 
(U. R. S. S.). 

Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 
Heidelberg (Allemagne). 

The Töhoku Mathematical Journal, Sendai (Japon). 
Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Univer- 
sität Tartu, Tartu (Esthonie). 

Berichte über die Verhandlungen der Sachsischen Akademie der 
Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leip- 
zig (Allemagne). 

The Mathematical Gazette, London (Angleterre). 

Proceedings of the Benares Mathematical Society, Benares (Indes). 
Annual report of the Smitsonian Institution, Washington 
(U.S. A.). 

Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh 
(Ecosse). 

Akademja Górnicza (publications), Kraków. 

Bulletin mathématique de la Société Roumaine des Sciences, 
Bucuresti (Roumanie). 

Mómoires de la Societe Royale de Liege, Liege (Belgique). 
Recueil de la Société Mathématique de Moscou, Moskwa 
(U. R. S. S.). 

Journal of Mathematics and Physics, Massachusetts Institute of 
Technology, Cambridge (Mass., U. S. A.). 

Bolletin del Seminario Matemätico Argentino, Buenos Aires 
(Argentine). 

Proces verbaux des Séances de la Société des Sciences Phy- 
siques et Naturelles de Bordeaux, Bordeaux (Gironde, France). 
Studia Mathematica, Lwów. 

Casopis pro póstovśni Matematiky a Fysiky, Praha (Tchécoslo- 
vaquie). 

Mathematica, Cluj (Roumanie). 

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano, Milano 
(Italie). 

Rendiconti del Seminario Matematico della R. Università di 
Padova, Padova (Italie). 
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67. 
68. 
69. 


70. 
11. 


12. 
13. 


14. 


176. 


16. 
11. 
18. 


Bulletin de Mathématiques et de Physique pures et appliquées 
de l'Ecole Polytechnique de Bucarest, Bucuresti (Roumanie). 
Prace geofizyczne, Warszawa. 
Annali della R. Scuola Normale Superiora di Pisa, Pisa (Italie). 
Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze della R. Uni- 
versitä di Cagliari, Cagliari (Italie). 
Statistica, Warszawa. 
Publications Mathématiques de l'Université de Belgrade, Beo- 
grad (Yougoslavie). 
Bulletin de la Société Mathématique de Grèce, Athènes (Grèce). 
Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liège, Liege 
(Belgique). 
Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial Univer- 
sity, Sapporo (Japon). 
Académie des Sciences d'Ukraine, Kyiv (Kieff, U. R. S. S.): 
Journal du cycle Mathématique. 
Bulletin de la Classe de Sciences Naturelles et Techniques. 
Mómoires de la Classe des Sciences Physiques et Mathe- 
matiques. 
Annales de l'Institut Henri Poincaré, Paris (France). 
Thèses soutenues devant l’Université d'Uppsala, Uppsala (Suède) 
Meddelanden fran Lunds Universitets Matematiska Seminarium, 


Lund (Suede). 
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